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ESTAnCA DOS FLUIDOS 



1,1 — Propriedades dos fluidos 

Na parte anterior deste curso, discutimos propriedades dos corpos rigidos, que representam 
uma idealizacao de corpos solidos. Neste capitulo e no proximo, vamos discutir a mecanica 
dos fluidos, que compreendem tanto liquidos como gases. 

Um corpo solido tern geralmente volume e forma bem definidos, que so se alteram 
(usualmente pouco) em resposta a forcas externas. Um h'quido tem volume bem definido, mas 
nao a forma: mantendo seu volume, amolda-se ao recipiente que o contem. Um gas nao tem 
nem forma nem volume bem definidos, expandindo-se ate ocupar todo o volume do recipiente 
que o contem. Liquidos e gases tem em comum, gracas a facilidade de deformacao, a pro- 
priedade de poderem se escoar ou fluir facilmente, donde o nome de fluidos. 

Para uma definicao mais precisa, e necessario classificar os diferentes tipos de forcas 
que atuam num meio material. Se considerarmos um elemento de superficie situado no meio 
(externo ou interno), as forcas que atuam sobre esse elemento sao geralmente proporcionais 
a sua area. A forca por unidade de area chama-se tensao, e e preciso distinguir entre tensoes 
normais e tangenciais as superficies sobre as quais atuam. 

Os diferentes tipos de tensoes normais e tan- 
genciais estao ilustrados na Fig. 1.1 Em (a), o bloco 
B, suspenso por um fio do teto, exerce sobre um 
elemento de superficie do teto uma tensao T nor- 
mal de tragao. Em (b), o bloco, apoiado no chao, 
exerce sobre um elemento de superficie do mesmo 
uma tensao T'tambem normal, de compressao, ou, 
simplesmente, uma pressao. Em (c) o bloco esta 
colado entre duas paredes. Em elementos da 
superficie de contato do bloco com a cola, ele Figura 1. 1 — Tensoes normais e mngencisis 
exerce sobre a mesma tensoes tangenciais Tj, T 2/ 

tambem chamadas de tensoes de cisalhamento. Estas tensoes tenderiam a produzir um 
deslizamento de camadas adjacentes da cola umas sobre outras. As reacoes iguais e contrarias 
a esse deslizamento, opostas pela cola solidificada, equilibram o peso do bloco, sustentando 1 
o entre as paredes. 

A diferenca fundamental entre solidos e fluidos esta na forma de responder as tensoes 
tangenciais. Um solido submetido a uma forca externa tangencial a sua superficie deforma-se 
ate que sejam produzidas tensoes tangenciais internas que equilibrem a forga externa; depois, 
permanece em equilibrio, ou seja, em repouso. Se a forca externa nao for excessivamente 
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grande, a deformagao e elastiea, ou seja, o solido volta a situagao inicial quando e retirada a 
forga externa. As deformagoes elasticas, tipicamente, sao muito pequenas em confronto com 
as dimensoes do corpo solido. 

Um fluido, ao contrario de urn solido, nao pode equilibrar uma forga tangencial, por 
menor que ela seja. Quando submetido a uma forca tangencial, o fluido se escoa, e permanece 
em movimento enquanto a forca estiver sendo aplicada. No exemplo (c) da Fig. 1.1, enquanlo 
a cola ainda esta fluida, ela escorre ao longo das paredes sob a agao do peso; e so quando se 
solidifica que pode equilibrar as forgas tangenciais exercidas pelo bloco. 

Uma forca arbitrariamente pequena pode produzir num fluido uma deformacao arbitraria- 
mente grande, desde que atue durante um tempo suficiente. Um fluido real opoe resistencia 
ao deslizamento relativo de camadas adjacentes: esta resistencia mede a viscosidade do fluido, 
e depende da taxa de variagao espacial da velocidade relativa de deslizamento. Assim, enquanto 
num solido a resistencia a esforcos tangenciais depende da deformacao, num fluido ela depende 
da vefocidade de deformacao, e e por isto que forcas pequenas atuando durante tempos 
grandes podem produzir grandes deformagoes. 

Por conseguinte, num fluido em equilibrio (velocidade nula), nao pode haver tensoes 
tangenciais. 

Existe toda uma gama de substantias com propriedades intermediarias entre solidos e 
fluidos, dependendo da natureza e da magnitude das forgas, bem como da escala de tempo 
em que o escoamento sob a acao de esforcos tangenciais se torna visi'vel: massa de pao, 
gelatina, piche, etc. 0 piche se fratura como um solido sob a acao de um impacto brusco, mas 
tambem se escoa como um fluido, embora com extrema lentidao. 

No presente capitulo vamos tratar de propriedades dos fluidos em equilibrio, ou seja, da 
estatica dos fluidos. 

1 .2 — Pressao num fluido 

Na escala macroscopica, um fluido se comporta como um meio continuo, ou seja, suas proprie- 
dades variam com continuidade num entorno de cada ponto do fluido. Isto deixaria de valer 
na escala microscopica: em dimensoes correspondentes as distancias interatomicas, as 
propriedades sofrem flutuagoes, que refletem a estrutura atomica da materia e que serao 
estudadas mais tarde. 

Em condigoes usuais, as distancias interatomicas sao tao pequenas em confronto com 
dimensoes macroscopicas que as flutuagoes se tornam imperceptiveis, levando ao modelo do 
meio continuo (isto poderia deixar de valer para um gas extremamente rarefeito). 

Vamo-nos referir com frequencia a "elementos de volume infinitesimos" de um fluido. Se 
AV = Ax Ay Az e um tal elemento, ele deve ser entendido como um "infinitesimo fisico". Isto 
significa que as dimensoes Ax, Ay, Az devem ser muito menores que distancias macroscopicas, 
mas, ao mesmo tempo, muito maiores que distancias interatomicas, para que AV contenha 
um grande numero de atomos e as flutuagoes sejam despreziveis. Como as distancias 
interatomicas tipicas sao da ordem de lfr 8 cm , e facil satisfazer simultaneamente a ambas as 
condigoes. Assim, por exemplo, para o ar, em condigoes normais de temperatura e pressao, 
um cubo de 10" 3 cm de aresta contem ainda da ordem de 3 x 10 10 moleculas, e o numero e 
ainda maior para um h'quido, como a agua. Consideragoes analogas se aplicam a um "elemento 
de superficie infinitesimo" AS = Ax Ay. 

Assim, podemos definir a densidade p num ponto P do fluido por 




(1.2.1) 
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onde Am e a massa de um volume AV do fluido em torno do ponto P. O limite "AV -> 0" nesta 
expressao deve ser interpretado como significando que AVe um infmitesimo fisico. A densidade 
assim definida tera entao variagao continua na escala macroscopica. A unidade SI de densidade 
e o kg/m 3 . 

Um fluido esta em equilibrio quando cada porgao do fluido esta em equilibrio. Para isto, 
e necessario que a resultante das forgas que atuam sobre cada porgao do fluido se anule. 

Podemos classificar as forgas atuantes sobre uma porcao de um meio continuo em forgas 
volumetricas e forcas superficiais. As forcas volumetricas sao forcas de longo alcance, como a 
gravidade, que atuam em todos os pontos do meio, de tal forma que a forga resultante sobre 
um elemento de volume e proporcional ao volume. Assim, no caso da gravidade, a forca 
sobre um elemento de volume A V em torno de um ponto do meio onde a densidade e p e 



AF = Amg - pgAV 



(1.2.2) 




Figura 1.2 — Forcas superficiais atuam na 
interface (seta) enrre porcdes adjacenres 



onde g e a aceleragao da gravidade. Outros exemplos de forcas volumetricas seriam forcas 
eletricas sobre um fluido carregado ou forcas centrifugas sobre um fluido em rotacao, num 
referencial nao inercial, que acompanha a rotacao do fluido (Segao 1.4). 

As forgas superficiais sao forcas de interagao en- 
tre uma dada porcao do meio, limitada por uma 
superficie S, e porcoes adjacentes; sao forgas inte- 
ratomicas, de curto alcance, transmitidas atraves da 
superficie S. A reacao de contato entre dois corpos 
solidos, estudada no curso anterior, e um exemplo de 
forca superficial. Num recipiente contendo um liquido, 
a forca com que a porcao do liquido situada acima de uma dada seccao horizontal atua sobre 
a porgao situada abaixo (Fig. 1.2) e uma forga superficial, aplicada na superficie de separagao. 

A forca superficial sobre um elemento de super- 

ficie AS e proporcional a area AS, e a forga por unidade 
de area corresponde a tensao (Segao 1.1). Em geral 
ela pode depender da inclinagao do elemento de 
superficie: no exemplo acima, poderiamos tomar uma 
secgao vertical ou obliqua, em lugar de horizontal. 
Podemos especificar a inclinagao dando o vetor 
unitario n da normal a AS, convencionando uma 
orientagao para ft. Vamos adotar a convengao (Fig. 1.3) de que n e a normal externa, dirigida 
para fora da porgao do meio que estamos considerando. Assim, ft aponta para fora do meio 
sobre a superficie do qual esta sendo exercida a forga superficial, e para dentro da porgao 
contigua do meio, que esta exercendo essa forga. Uma componente positiva de tensao ao 
longo de ft representa um esforgo de fragao, uma componente negativa, uma pressao (Segao 
1.1). 

Consideremos agora o caso de um fluido em equilibrio. Neste caso, como vimos na Segao 
1.1, nao pode haver tensoes tangenciais: a forga superficial sobre um elemento de superficie 
dS corresponde a uma pressao p- 




Figura 1.3 — Normal externa 



dF = -pndS 



(1.2.3) 



onde 



P = 



dF 


= lim 


AF 






dS 




AS 



(1.2.4) 
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Figura 1.4 — Elemento dS e norma! n 



e sempre positiva, e o sinal ( - ) na (1.2.3) indica tratar-se de uma pressao. Note que a pressao 
e uma grandeza escalar. 

A pressao p mini ponto P do fluido sobre urn 
elemento de superficie dS poderia depender, como 
vimos, nao so de P mas tambem da orientacao (Fig. 

1.4) da normal n ao elemento dS: p = p (P, n). Vamos 
ver agora que, num ponto qualquer de um fluido em 
equilibrio, p nao depende de ft: a pressao num ponto 
de um fluido em equilibrio e a mesma em todas as 
diregoes. 

Para demonstrar este resultado, consideremos o 
equilibrio de um cilindro infinitesimo do fluido de 
bases dS e dS' com normais n e n' respectivamente, e 
geratriz dz, onde tomamos o eixo z paralelo a ft (Fig. 

1.5) . 

A condicao de equilibrio e que a resultante de 
todas as forcas (volumetricas e superficiais) sobre o 
cilindro se anule. Vamos escrever as contribuigdes 
para a componente z da resultante. 

As pressoes sobre a superficie lateral do cilindro 
sao normais ao eixo z, de modo que nao contribuem. 
Pela (1.2.3), a forca na base superior contribui com 
(k = versor de Oz) 




Figura 1.5 — Equilibrio de um cilindro de 
fluido 



-p(P', n'JdS'n' • k = -p(P', ft'JdS'cos B 
onde P'eo centra da base superior (Fig. 1.5). A forca na base inferior contribui com 

-p(P,-n)dS(-n ■ k) = p(P, n)dS 
pois n s kep (P, - n) =p (P, n) pela definicao dep e pelo principio de agao e reacao. 
Como 

dS'cos9 = dS (1.2.5) 

a contribuigao total das fore as superficiais e 

(-p(P',n') + p(P,n)]dS (1.2.6) 

A contribuigao das forcas volumetricas pode ser desprezada, porque e proporcional a 
dS dz, que e infinitesimo de ordem superior. Analogamente, podemos tomar, na (1.2.6), 

p(P',n') = p(P,n') (1.2.7) 

porque a diferenca entre as pressoes emPeP'e infinitesima. Logo, a condicao de equilibrio 

da 

[-p(P,n') + p(P,n)]dS = 0 
ouseja p(P,n') = p(P,n) (1.2.8) 

quaisquer que sejam n' e n, como queriamos demonstrar: a pressao no interior do fluido so 
depende da posicao P: p = p (P). 

A unidade SI de pressao e 1 N/m 2 = 1 pascal = 1 Pa. Tambem sao utilizados o bar = 10 5 N/ 
m 2 = 10 N/cm 2 = 10 3 milibars, a atmosfera = 1 atm = 1,013 x 10 5 N/m 2 , e o milimetro de mercurio 
= 1 mm - Hg = 1,316 x 1CT 3 atm. 
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1.3 — Equilibrio num campo de forcas 

Consideremos um fluido em equilibrio num campo de forcas. Seja 

AF-f AV (1.3.1) 

a forca volumetrica que atua sobre um volume AV do fluido. A densidade de forca f (forca por 
unidade de volume), pela (1.2.2), seria 

f = pg (1.3.2) 

no caso do campo gravitational. 

Para obter o efeito das forcas volumetricas sobre 
o equilibrio de um elemento de volume cilindrico do 
tipo ilustrado na Fig. 1.6, e precise conforme vimos 
na Secao anterior, incluir no calculo infinitesimos da 
ordem de dS dz. Com efeito, a forca volumetrica na 
direcao z que atua sobre o cilindro e, pelas (1.3.1) e 
(1.3.2), 

f 2 dS dz (1.3.3) 

As coordenadas dos pontos P e P' na Fig. 1.6 sao, 
respectivamente, (x, y, z) e (x, y, z + dz). Logo, pela 
(1.2.6), a contribuicao das forcas superficiais e 

[-p(x,y,z + dz) + p(x,y,z)]dS (1.3.4) 
e nao podemos mais empregar a aproximacao (1.2,7). Temos agora, a menos de infinitesimos 
de ordem superior, 

p(x, y ,z + dz) - p(x, y, z) = (x, y , z)dz 
dz 

de modo que, somando as (1.3.3) e (1.3.4), a condicao de equilibrio fica 




Figura 1.6— Equilibrio de um cilindro 



o que c 



dz 



(1.3.5) 



ou seja, a componente z da densidade de forpa volumetrica e igual a taxa de variacao da pressao 
com z. 

Da mesma forma que tomamos n paralelo ao eixo z, poderiamos ter escolhido um cilindro 
com n paralelo aos eixos x ou y, levando a resultados analogos para as componentes f x e f y . 
Portanto, 



f 



(1.3.6) 



que sao as equapdes iiasicas da estatica dos fluidos. Lembrando a definicao do gradiente de 
uma funcao escalar (1*, Sec. 7.4), podemos escrever as (1.3.6) como 

(1.3.7) 



f = grad p 



ou seja, a densidade de forpa volumetrica e igual ao gradiente da pressao. 
* A referenda a 1 indica sempre o vol. 1 deste Curso. 
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Pelas propriedades gerais do gradiente, o vetor grad p e normal as superficies isobaricas, 
definidas como superficies sobre as quais a pressao e constante, e aponta no sentido em que 
p cresce mais rapidamente. Pela (1.3.7), estes sao o sentido e a direcao da forca volumetrica 
no ponto correspondente do fluido. 

Uma forga volumetrica que sempre atua sobre o fluido e a forga gravitacional, cuja 
densidade, pela (1.3.2), e 

f = pg=-pgk (1.3.8) 

tomando o eixo z orientado verticalmente para cima. Neste caso, f x = f y = 0 , e as (1.3.6) mos- 
tram que p so depende da attitude z, p = p (z), e 



dp 



(1.3.9) 



Logo, no campo gravitacional, a pressao num fluido decresce com a altitude e cresce 
com a profundidade, como seria de esperar. A sua taxa de variacao com a altitude e igual ao 
peso especifico pg do fluido (peso por unidade de volume). Para o elemento de volume cilindrico 
da Fig. 1.6, a forga de pressao sobre a base inferior excede aquela exercida sobre a base 
superior pelo peso do fluido contido no cilindro, o que leva a (1.3.9). 



1 .4 — Fluido incompressivel no campo gravitacional 

A densidade de um liquido varia geralmente muito pouco, mesmo quando submetido a 
pressoes consideraveis. Por exemplo: a densidade da agua so aumenta de ~ 0,5% quando a 
pressao varia de 1 atm a 100 atm, a temperatura ambiente. Podemos portanto, com muito boa 
aproximacao, tratar um liquido, na estatica dos fluidos, como um fluido incompressivel, definido 
por: p = constante. 

Em muitos casos, a forca volumetrica F e conservativa. Conforme foi visto em 1, Secao 
7.4, isto implica que 

F = -gradt/ (1.4.1) 
onde U e a energia potencial no campo de forcas F. Se u e a densidade de energia potencial 
correspondente (energia potencial por unidade de volume), temos entao, pelas (1.3.1) e (1.3.7), 

f = - grad u= grad p (1.4.2) 
Como as derivadas parciais de (- u) e p em relacao a x, y e z (componentes do gradiente) 
tern de ser iguais, essas duas funcoes da posicao so podem diferir por uma constante: 

p = -u+ constante (1.4.3) 
Em particular, as superficies isobaricas sao tambem superficies equipotenciais. 
A superfine livre de um liquido, em contato com a atmosfera, e uma superficie isobarica, 
pois todos os seus pontos estao submetidos a pressao atmosferica. Logo, a superficie livre de 
um liquido em equilibrio no campo gravitacional e uma superficie equipotencial desse campo. 
Assim, a superficie livre dos oceanos e uma superficie esferica, com centro no centro da 
Terra. Se nos limitarmos a escala de laboratorio, na vizinhanca da superficie da Terra, a energia 
potencial de uma massa m e m gz (z = altitude), de forma que a densidade de energia potencial 
de um fluido de densidade p e 

u = pgz (1.4.4) 

e a superficie livre de um liquido em equilibrio e uma superficie horizontal (z = constante). A 
(1.4.3) fica, neste caso, 
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p(z) = -pgz + constante (1.4.5) 

o que tambem decorre diretamente da (1.3.9), integrando-a em relacao a z. A variacao de 
pressao entre as altitudes z, e z 2 e 



| p(z 2 )-p[z,) = -pg(z 2 -zj] 



(1.4.6) 



Se Zj corresponde a superflcie livre do liquido, em contato com a atmosfera, 
P (zj = Po = pressao atmosferica 
e Z] - z 2 = h e a profundidade abaixo da superflcie livre. A (1.4.6) da entao a variacao da 
pressao com a profundidade: 



I P = Po ^ 



(1.4.7) 



que e a Jei de Stev/n: a pressao no interior do fluido 
aumenta iinearmente com a profundidade (Fig. 1.7). 

Liquido em rofacao: Consideremos um recipiente 
contendo liquido, em rotacao uniforme com velocida- 
de angular co em relacao ao eixo vertical z (Fig. 1.8). 
Como foi mencionado quando discutimos a "experien- 
cia do balde girante" de Newton (1, Secao 13. 7), apos 
aigum tempo, o liquido gira rigidamente junto com o 
recipiente. Nestas condicoes, num referencial nao 
inercial S' que gira com o recipiente, o liquido esta 
em equilfbrio. 

Em S', alem da forca da gravidade, de densidade 
de energia potencial (1.4.4), atuam sobre o fluido as 
forcas centrifugas, dadas por (1, Secao 13.3) 











ir..- 




Figura 1.7 — Lei de Stevin 



AF C =Am o) rr 



(1.4.8) 




Figura 1.8 — Perfil parabolico 



para uma massa Am = pAV do fluido situada a dis- 
tancia rdo eixo (Fig. 1.8); o vetorf aponta radialmente 
para A V a partir do eixo. Temos portanto para a densidade de forca centn'fuga 

r 2 - , du r ~ 

L=po) rr = - grad u c *- r 

dr 

onde a densidade de "energia potencial centrifuga" u,. (r) e dada por 



(1.4.9) 



u c (r) = --pco 2 r 2 
que devemos somar a (1.4.4) para obter a densidade total. 
Substituindo na (1.4.3), obtemos 



1 



-pgz+ constante 



(1.4.10) 



Tomando a origem 0 no ponto da superflcie livre situado no eixo, vemos, fazendo 
r = z = 0 , que a constante e p = p 0 (pressao atmosferica). Logo, a distribuicao de pressao no 
liquido e dada por 
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p=R,+-p«) 2 r 2 -pgz 



A equacao da superficie livre (p = p 0 ) e 



2g 



(1.4.11) 



(1.4.12) 



que e urn paraboloide de revolucao (Fig. 1.8). Esta propriedade ja foi utilizada para construir 
um espelho parabolico de eixo vertical, pela rotacao de um recipiente com mercuric 

A rotacao da Terra tambem modifica a forma da superficie livre dos oceanos: em lugar 
de uma esfera, tem-se um esferoide oblato. 



1,5 — Aplicacoes 
(a) Principle, de Pascal 

Pela lei de Stevin (1.4.6), a d/ferenpa de pressao entre dois pontos de um liquido homogeneo 
em equilibrio e constante, dependendo apenas do desnivel entre esses pontos. Logo, se 
produzirmos uma variacao de pressao num ponto de um liquido em equilibrio, essa variacao se 
transmite a todo o liquido, ou seja, todos os pontos do liquido sofrem a mesma variagao de 
pressao. 

Este principio foi enunciado por Pascal, que, em seu "Tratado sobre o Equilibrio dos Li- 
quidos" (1663), tambem o aplicou aprensa hidraulica, dizendo: 

"Se um recipiente cheio de agua (Fig. 1.9), fecha- 
do, tern duas aberturas, uma cem vezes maior que a 
outra: colocando um pistao bem justo em cada uma, 
um homem empurrando o pistao pequeno igualara a 
forca de cem homens empurrando o pistao cem vezes 
maior... E qualquer que seja a proporgao das abertu- 
ras, estarao em equilibrio". Ou seja, se Fi e F 2 sao as 
magnitudes das forcas sobre os pistoes de areas A t e 
A 2 , respectivamente, temos Fi/A ( = F 2 /A 2 . 




Figura 1.9 — Pirnsa hidraulica 





Pa 
+ 


......... 


+ 




t 




A------- 






h 








t 






z 

l 





Figura 1.10 — Vasos eomUnieantss 




Figura 1.11 — Tubo em U 



(b) Vasos comunicantes 

Se um recipiente e formado de diversos ramos que se 
comunicam entre si (Fig. 1.10), continua valendo que 
a superficie livre de um liquido que ocupa as diferentes 
partes do recipiente e horizontal, ou seja, o liquido 
sobe a mesma altura h em todos os ramos (principio 
dos vasos comunicantes). Isto tambem resulta imedia- 
tamente da lei de Stevin (1.4.7) e da igualdade da 
pressao p em qualquer ponto do fundo do recipiente. 
Note que a pressao no fluido tambem tem o mesmo 
valor em quaisquer pontos dos diferentes ramos que 
estejam a mesma altura z. 

Se, em dois ramos de um tubo em U, temos dois 
liquidos de densidades diferentes, * p 2 , que nao se 
misturam, eles subirao a alturas diferentes em relacao 
a um piano AB (Fig. 1.11) que passa todo pelo mesmo 
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fluido. Sep e a pressao sobre AB, a (1.4.7) da: p = p 0 + p x g ft, = p 0 + p 2 g ft 2 , de modo que ft 1 /ft 2 
= Pz/Pv 

(c) Pressao atmosferica, Manometros 

O principio da bomba aspirante, o mesmo que produz a succao de um h'quido por uma seringa 
cujo embolo e levantado, era conhecido desde a Anligiiidade. Para explicar este e outros 
efeitos analogos, dizia-se que "a Natureza tern horror ao vacuo": o liquido sobe na bomba 
quando o pistao sobe para nao permitir a formacao de um espaco vazio, onde existiria o 
vacuo. 

Na epoca de Galileu, um construtor projetou, para os jardins do duque de Toscana, uma 
bomba aspirante muito elevada, mas verificou-se que a agua nao podia ser aspirada a uma 
altura superior a 10 m. A explicaeao foi dada por um estudante de Galileu, Evangelista Torricelli, 
que foi seu sucessor na Academia de Florenc a. Torricelli afirmou: "Vivemos no fundo de um 
oceano de ar, que, confbrme mostra a experiencia, sem duvida tern peso", devendo, portanto 
exercer sobre um corpo uma pressao atmosferica. 

Se esta pressao era justamente suficiente para 
elevar uma coluna de agua a uma altura de - 10 m, 
Torricelli previu que elevaria uma coluna de mercurio 
(13,6 vezes mais denso de que a agua) a uma altura de 
-10 m/13,6 ~ 76 cm. A experiencia conhecida hoje 
como "experiencia de Torricelli" foi realizada em 1643 
por seu colega Vicenzo Viviani: um tubo de vidro de 

aproximadamente 1 m de comprimento, fechado R u2 _ Bm . dmem de merdjri0 
numa extremidade e cheio de mercurio, foi invertido 

numa Cuba de mercurio, tampando antes com o dedo a extremidade aberta (Fig. 1.12). A 
coluna de mercurio baixa ate uma altura - 76 cm. Como no "espaco de Torricelli" acima da 
coluna forma-se um bom vacuo (a pressao de vapor do mercurio e muito pequena), a (1.4.7) 
mostra que a pressao atmosferica p 0 e dada por p„ = p g ft, onde pea densidade do mercurio. 
0 instrumento constitui um bardmetro de mercurio: a altura da coluna de mercurio permite 
obter diretamente a pressao atmosferica. 

Tomando conhecimento desta experiencia, Pascal concluiu que a altura da coluna 
barometrica devia diminuir no topo de uma montanha, onde a pressao atmosferica deveria 
ser menor. Pediu a seu cunhado Perier que fizesse a experiencia no topo de uma montanha 
chamada Puy de Dome, e o resultado foi que, para uma diferenca de altitude da ordem de 
1.000 m, a coluna de mercurio baixava aproximadamente 8 cm (1648). Em 1654, Otto von 
Guericke, burgomestre de Magdeburgo, realizou uma demonstracao espetacular da pressao 
atmosferica. Conseguiu produzir um bom vacuo numa esfera de cobre formada juntando 
dois hemisferios, e duas parelhas, de oito cavalos cada, nao conseguiram separa-los. Estas 
experiencias tiveram um papel importante, eliminan- 
do o preconceito do "horror ao vacuo". 

O mandmetro de tubo aberto (Fig. 113) e um tubo 
em U contendo um liquido, com uma extremidade 
aberta para a atmosfera e a outra Iigada ao recipiente 
onde se quer medir a pressaop. Pela (1.4.7), a pressao 
num ponto C do fundo do tubo se escreve, sendo p a 
densidade do liquido, 

Pc = p + pgz = p 0 + pg(h + z) 
O que da Figura tlS — Mandmetro de tubo aberto 
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P-Po=Pgh (1.5.1) 
Este resultado tambem exprime a igualdade das pressoes em pontos A e B do liquido 
situados a mesma altura z (Fig. 1.13). O instrumento mede a pressao manometrica p - p 0 ; 
conhecendo a pressao atmosferica p 0 , obtem-se a pressao absoluta p. 



1.6 — Prindpio de Arquimedes 

Consideremos um corpo solido cilindrico circular de area da base A e altura h totalmente 

imerso num fluido em equilibria cuja densidade e p 
(Fig. 1.14). Por simetria, vemos que as forcas sobre a 
superficie lateral do cilindro se equilibram duas a duas 
[pressoes (p, p) ou (p', p') na figura). Entretanto, a 
pressao p 2 exercida pelo fluido sobre a base inferior e 
maior do que a pressao p, sobre a base superior. Pela 
(1.4.7), 

Pr-Pt-Pff* 
Logo, a resuJfante das forcas superficiais exerci- 
das pelo fluido sobre o cilindro sera uma forca verti- 
cal E = Ek dirigida para cima, com 
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figura LW — Prindpio de Arquimedes 



E = p 2 A-p^A = pghA = pVg = mg (1.6.1) 

onde V = hAeo volume do cilindro e m = pV e a massa de fluido deslocada pelo cilindro. Por 
conseguinte, a forca E, que se chama empuxo, e dada por 

E = mgk = -P f (1.6.2) 

onde P f e o peso da porcao de fluido deslocada. 

Chega-se ao mesmo resultado aplicando o principio de solidificacao, enunciado por Stevin 
em 1586. Suponhamos que o corpo solido imerso fosse totalmente substituido pelo fluido. 0 
volume de fluido que ele deslocou estaria em equilibrio com o resto do fluido. Logo, a resultante 
das forcas superficiais que atuam sobre a superficie S desse volume tern de ser igual e contraria 
a resultante das forcas volumetricas que atuam sobre ele, ou seja, ao peso da porcao de fluido 
deslocada. As pressoes superficiais nao se alteram se imaginarmos a superficie S "solidificada". 
Logo, a resultante das forcas superficiais sobre o solido e igual e contraria ao peso da porcao 
de fluido deslocada. 

Este raciocinio mostra que o resultado nao de- 
pende da forma do solido imerso, que haviamos to- 
rnado como sendo um cilindro. Como, para o fluido 
substituido, E e P f , que se equilibram, estao aplicados 
no centro de gravidade C da porcao de fluido subs- 
tituida (Fig. 1.15, (a)), concluimos que o empuxo E 
sobre o solido esta aplicado no ponto C (Fig. 1.15 (b)), 
que se chama centro de empuxo. 

Alem do empuxo (resultante das forcas super- 
Figura LIS- Centro de empuxo ficiais), atua sobre o solido, como forca volumetrica, 

o peso P, aplicado no centro de gravidade G do solido. Se a densidade media do solido e 
menor que a do liquido, ele nao pode ficar totalmente imerso, porque isto daria |E| > |P|; ele 
ficara entao flutuando, com o empuxo devido a porcao imersa equilibrando o peso do solido. 
Obtivemos assim o enunciado geral do Principio de Arquimedes: Um corpo total ou parcial- 
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mente imerso num fiuido recebe do fluido um empuxo igual e contrario ao peso da porcao de 
fluido deslocada e aplicado no centra de gravidade da mesma. 

Arquimedes enunciou este principio no seculo III a.C. Segundo a lenda contada pelo 
historiador Vitruvio, Herao, rei de Siracusa, desconfiava ter sido enganado por um ourives, 
que teria misturado prata na confeccao de uma coroa de ouro, e pediu a Arquimedes que o 
verificasse: "Enquanto Arquimedes pensava sobre o problema, chegou por acaso ao banho 
publico, e la, sentado na banheira, notou que a quantidade de agua que transbordava era 
igual a porgao imersa de seu corpo. Isto lhe sugeriu um metodo de resolver o problema, e 
sem demora saltou alegremente da banheira e, correndo nu para casa, gritava bem alto que 
tinha achado o que procurava. Pois, enquanto corria, gritava repetidamente em grego 'eu- 
reka, eureka' ('achei, achei')". Segundo o historiador, medindo os volumes de agua deslocados 
por ouro e prata e pela coroa, Arquimedes teria comprovado a falsificacao. 



Equilibrio dos corpos f lutuantes: 

Na posicao de equilibrio, nao so a resultante de E (empuxo) e P (peso do corpo) tern de ser 
nula, mas tambem o torque resultante, o que exige (Fig. 1.15) que o centra de empuxo Ceo 
centra de gravidade G do corpo estejam sobre a mesma vertical (1, Secao 12. 8). 

Entretanto, isto nao garante a estabilidade do 
equilibrio. Quando o corpo gira, a porcao de fluido 
deslocada muda de forma, e o novo centra de empuxo 
eC (Fig. 1.17). 

A vertical por C corta o eixo CG num ponto M 
que, para pequenas inclinacoes, resulta ser pratica- 
mente independente do angulo de inclinacao; M cha- 
ma-se metacentro. 

Se M esta acima de G, o torque gerado por E' e P 
(Fig. 1.17) tende a restabelecer a posigao de equilibrio, 
e este e estave/; se M estiver abaixo de G, o torque 
tende a aumentar ainda mais o desvio, e o equilibrio 
e instavel. Quando uma ou mais pessoas se erguem 
num barco, isto eleva G, e se G subir acima de M o 
barco tende a virar! 

Paradoxo hidrostatico: Conforme ja havia sido ob- 
servado por Stevin e por Pascal, se tivermos recipien- 
tes de formas muito diferentes, como os da Fig. 1.18, 
mas de mesma area da base A, e se a altura h do liquido 
e a mesma em todos, a forca exercida sobre a base 
tambem e, embora o peso do liquido seja muito dife- 
rente (paradoxo hidrostatico). Isto resulta da igual- 
dade das pressoes exercidas sobre o fundo, que so 
dependem da altura h. 

Entretanto, se equilibrarmos uma balanca com 
um frasco vazio sobre o prato, e depois despejarmos 
liquido, a diferenca de peso necessaria para reequi- 
libra-la e igual ao peso do liquido. Para compatibilizar 
estes resultados, notemos que a forca exercida pelo 
liquido sobre o prato da balanca e a resultante de todas 
as forcas exercidas pelo liquido sobre as paredes do 
frasco (Fig. 1.19). 




Figura 1.17 — Metacenrro 




Figura 1, 18 — Paradoxo hidrostatico 
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Figura 1.19- Fesagem de liquido 
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Estas forcas, normais as paredes em cada ponto, sao iguais e contrarias as forcas exercidas 
pelas paredes sobre o liquido. Mas a resultante das forcas superficiais sobre o liquido, como 
vimos na demonstracao do principio de Arquimedes, e igual e contraria ao peso do liquido. 
Logo, a resultante das pressoes exercidas pelo liquido sobre as paredes, aplicadas ao prato 
da balanca, e efetivamente igual ao peso do liquido. 

A explicacao do paradoxo hidrostatico resulta imediatamente dessas consideracoes. 

Assim, no caso da Fig. 120 (a), a resultante das pres- 
soes sobre as superficies laterais tern uma componente 
para baixo que e responsavel pela diferenca entre o 
peso do liquido e a forga sobre a base; no caso da Fig. 
1.20 (b), essa componente e para cima e e somente no 
caso da Fig. 1.20 (c) que a forga sobre a base e igual 

Figura 1.20 - Explicacio do paradoxo *> P es0 do lic ! uida 

hidrostatico 

1 .7 — Variacao da pressao atmosferica com a altitude 

A expressao (1.3.9), 

* _ „„ 




vale para qualquer fluido em equilibrio no campo gravitacional, Para urn fluido incompressivel 
(liquido), p e constante, o que levou a (1.4.6). Para um gas, porem, e preciso levar em conta a 
compressibilidade, ou seja, o fato de que p varia com a pressao. 

Se o gas esta contido num recipiente de dimensSes comparaveis a escala de laboratorio, 
a variacao de pressao entre o fundo e o topo e desprezivel, porque p e muito pequeno. 
Entretanto, isto nao vale para a atmosfera na escala de varios km. 

A densidade de um gas esta relacionada com a pressao e a temperatura atraves da equagao 
de estado. Para o ar, nas condicoes existentes na atmosfera, vale, com boa aproximacao, a lei 
dos gases perfeitos (Secao 9.1). Para altitudes nao muito elevadas (< 1 km), podemos desprezar 
a variacao da temperatura com a altitude, supondo a atmosfera isotermica. 

A temperatura constante, decorre da lei dos gases perfeitos que a densidade e diretamente 
proporcional a pressao: 

p(z) = p(G\) _ po_ (171) 
p(z) p(0) Po 
onde tomaremos z = 0 como sendo o nivel do mar. 
Substituindo a (1.7.1) na (1.3.9), vem 

* = _Po3 dz = _ Mz (1.7.2) 

P Po 

onde 1 = pa g/Po e uma constante. A (1.7.2) e analoga a equapao que encontramos para a va- 
riacao da velocidade no movimento de um foguete (1, Secao 8.6) e se integra de forma analoga: 



= lnp-lnp 0 = ln[ 



-I dz' = -iz 



(1.7.3) 



o que leva a lei de Halley 



p(z) = p 0 e ' 



_Po_ 



(1.7.4) 
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Esta formula barometrica mostra que a pressao, 
numa atmosfera isotermica, decresce exponencial- 
mente com a altitude (Fig. 121), caindo a 1/e ~ 0.37 de 
seu valor inicial p 0 para uma altitude 2 = 1/1= p(/p 0 g. 
Para o ar a temperatura de 15°C, a densidade ao m'vel 
do mar e a pressao de 1 atm = 1.013 x 10 5 N/m 2 e 
p 0 » 1-226 kg/m 3 , o que daria MX <* 8,4 km. Esta e a 
ordem de grandeza da altitude da troposfera, a 
camada mais baixa da atmosfera. H g" ra 122 ~ Le ' de 

A temperatura na troposfera, em lugar de permanecer constante, tende a decrescer para 
altitudes mais elevadas. A (1.7.4) pode ser empregada se subdividimos a troposfera em camadas 
de temperatura aproximadamente constante, usando os valores de X adequados a temperatura 
media de cada camada. Na estratosfera, situada logo acima da troposfera, a aproximacao 
isotermica e bastante melhor. 
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PROBLEMAS DO CAP1TULO 1 



1. No sistema da Fig. P.l, a porcao AC contem 
mercurio, BC contem oleo e o tanque aberto 
contem agua. As alturas indicadas sao: h 0 = 10 
cm, h-i = 5 cm, h 2 = 20 cm e as densidades relativas 
a da agua sao: 13,6 (mercurio) e 0,8 (oleo). Deter- 
mine a pressao p A no ponto A (em atm). 




Figura P. 1 



2. No mandmetro de reservatdrio (Fig. P.2), calcule 
a diferenca de pressao p, -p 2 entre os dois ramos 
em funcao da densidade p do fluido, dos 
diametros d e D, e da altura h de elevacao do 
fluido no tubo, relativamente ao m'vel de 
equilibrio N 0 que o fluido ocupa quando p, = p 2 . 
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Figura P.2 



O mandmefro de tubo inclinado (Fig. P.3), utili- 
zado para medir pequenas diferencas de pressao, 
Pi - P2 * difere do descrito no problema 2 pela 
inclinacao 0 do tubo de diametro d. Sc o fluido 
empregado e oleo de densidade p = 0,8 g/cm 3 , 
com d = 0,5 cm, D = 2,5 cm, escolha 8 para que o 
deslocamento 1 seja de 5 cm quando Pi -p 2 = 0,001 
atm. 
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Figura P.4 



Calcule a magnitude F da forca exercida por 
um fluido sobre uma area A de parede plana 
(inclinada de um angulo qualquer em relacao a 
vertical), do recipiente que o contem. Para isto, 
divida a area A em faixas infinitesimas dA 
horizontais (uma delas e mostrada hachurada na 
Fig. P.4); seja z a profundidade de dA, e p a 
densidade do fluido. (a) Mostre que F = pg zA, 
onde 2 e a profundidade do centrdide de A, 
definido como o centro de massa de A, 
considerada como uma piaca plana homogenea. 
(b) 0 torque resultante sobre A, em relacao a um eixo horizontal 00', e o mesmo que se a 
forca F estivesse aplicada num ponto C 0 da area A (veja Fig. P.4), que se chama centro das 
pressdes. Mostre que a profundidade z 0 do centro das pressbes e dada por z 0 = V(zA), 
onde I 0 = Jz 2 dA e analogo a um "momenta de inertia" de A em relacao a 00'. 
Uma comporta vertical de forma retangular tem largura /; a altura da agua represada e n. 
(a) Aplicando os resultados do Problema 4, calcule a forca total F exercida pela agua 
sobre a comporta e localize o centro das pressbes. (b) Se ( = 3 m e o torque maximo 
suportado pela base da comporta e de 150 kNm, qual e o valor maximo de h admissivel? 
Um reservatorio tem a forma de um prisma, cujas 
faces A B C D e A' B ' C ' D' sao trapezios isosceles 
com as dimensoes indicadas na Fig. P.5; as demais 
faces sao retangulares. 0 reservatorio esta cheio 
ate o topo de um liquido com densidade p. (a) Cal- 
cule a for^a total F exercida pelo Mquido sobre a 
base do reservatorio. (b) Calcule a resultante R 
das forcas exercidas pelo liquido sobre todas as 
paredes do reservatorio e compare-a com o peso 
total do liquido. Analise o resultado como ilustra- 
cao do'paradoxo hidrostatico (Seg.1.6). 
Um pistao e constitm'do por um disco ao qual se 
ajusta um tubo oco cilindrico de diametro d, e 
esta adaptado a um recipiente cilindrico de 
diametro D. A massa do pistao com o tubo e M e 
ele esta inicialmente no fundo do recipiente. 
Despeja-se entao pelo tubo uma massa m de 
liquido de densidade p; em conseqiiencia, o 
pistao se eleva de uma altura H. Calcule H. 



Figura P.6 




Figura P.5 




8. Na experiencia dos hemisferios de Magdeburgo (Sec.1.5) seja Ap a diferenca entre a 
pressao atmosferica externa e a pressao interna, e seja d o diametro dos hemisferios. (a) 
Calcule a forca que teria de ser exercida por cada parelha de cavalos para separar os 
hemisferios. (b) Na experiencia realizada em 1654, tinha-sed = 37 cm e pode-se estimar a 
pressao interna residual em 0,1 atm. Qual era a forja necessaria neste caso? Se um cavalo 
forte consegue exercer uma tracao de 80 kgf, qual teria sido o numero mmimo de cavalos 
em cada parelha necessario para a separacao? 



PROBLEMAS DO CAPfTULO I 1 5 



9. E comum dizer que alguma coisa representa apenas "a porcao visi'vel de urn iceberg". 
Sabendo-se que a densidade do gelo e 0,92 g/cm 3 e a da agua do mar a 1 atm e 0°C e 
1,025 g/cm 3 , que fracao de ran iceberg fica submersa? 

10. (a) Um cubo de gelo flutua sobre agua gelada num copo, com a temperatura da agua 
prdxima de 0°C. Quando o gelo derrete, sem que haja mudanga apreciavel da temperatura, 
o m'vel da agua no copo sobe, desce ou nao se altera? (b) Um barquinho flutua numa 
piscina; dentro dele estao uma pessoa e uma pedra. A pessoa joga a pedra dentro da 
piscina. 0 nivel da agua na piscina sobe, desce ou nao se altera? (Tres fisicos famosos a 
quern este problema foi proposto erraram a resposta. Veja se voce acerta!) 

1 1 . Um densimetro tem a forma indicada na Fig. P.7, 
com uma haste cilindrica graduada, cuja secgao 
transversal tem area A, ligada a um corpo que 
geralmente content algum lastro. 0 densimetro 
e calibrado mergulhando-o na agua, marcando 
com a graduacao "1" a altura na haste ate a qual 
a agua sobe e determinando o volume V 0 do 
densimetro situado abaixo da marca "\" (ou seja, 
o volume total que fica mergulhado na agua). Seja Figura P.7 
h a altura da haste entre a graduacao "1" e o nivel 

ate onde o densimetro mergulha quando colocado num liquido de densidade desconhecida 
(Fig. P.7). Calcule a densidade relativa desse liquido em relacao a agua, em funcao de V 0 , 
A eh. 

12. Suponha que Arquimedes tivesse verificado que: (i) Colocando a coroa do rei Herao 
dentro de uma banheira cheia de agua ate a borda, 0,3 1 de agua transbordavam; (ii) Era 
preciso aplicar uma forca de 2,85 kgf para suspender a coroa mergulhada, retirando-a 
da agua. Sabendo que a densidade do ouro e 18,9 g/cm 3 e a da prata e 10,5 g/cm 3 , que 
conclusao Arquimedes poderia ter tirado? 

13. Um bloco cubico de aco, de 5 cm de aresta e den- 
sidade 7,8 g/cm 3 , esta mergulhando num reci- 
piente com agua, suspenso de uma balanca de 
molas graduada em kgf. A massa total do reci- 
piente e da agua e de 1 kg, e ele esta sobre um 
prato de uma balanca, equilibrado por um peso 
de massa m no outro prato (Fig.P.8). (a) Qual e a 
leitura da balanca de molas? (b) Qual e o valor de 
m? 



Figura P.8 

14. Um tubo em U contendo um liquido gira em torno 
do eixo Oz (Fig. P.9), com velocidade angular de 
10 rad/s. A distancia d entre os dois ramos do 
tubo e de 30 cm, e ambos sao abertos na parte 
superior. Calcule a diferenca de altura Ii entre os 
niveis atingidos pelo liquido nos dois ramos do 
tubo. 



Figura P3 
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15. Numa corrida de garcons, cada um deles tem de levar uma bandeja com urn copo de 
chope de 10 cm de diametro, cheio ate uma distancia de 1 cm do topo, sem permitir que 
ele se derrame. Supondo que, ao dar a partida, um garcom acelere o passo uniformemente 
com aceleracao a ate atingir a velocidade final, mantendo a bandeja sempre horizontal, 
qual e o valor maximo de a admissivel? 

16. Duas bolas de mesmo raio, igual a 10 cm, estao 
presas uma a outra por um fio curto de massa 
desprezivel. A de cima, de cortica, flutua sobre 
uma camada de oleo, de densidade 0,92 g/cm 3 , 
com a metade do volume submersa. A de baixo, 
6 vezes mais densa que a cortica, esta imersa 
metade no oleo e metade na agua. (a) Ache a 
densidade p da cortica; (b) Ache a tensao T no 
fio. RguraP.W 

17. Uma campanula cilindrica de ago, sem fundo, de 
3 m de altura, e baixada na agua, a partir da su- 
perficie, ate que seu teto fique a 5 m de profun- 
didade. Que fracao do volume da campanula sera 
invadida pela agua (Fig. P.ll)? 



Figura P.ll 

18. Um balao esferico de 5 m de raio esta chcio de hidrogenio. Nas condicoes normais, a 

densidade do hidrogenio e 0,0899 kg/m 3 e a do ar e 1,29 kg/m 3 . Desprezando o peso das 
paredes, qual e a forca ascencional do balao, em kgf? 

19. Devido a variacao de temperatura, pressao e salinidade, a densidade p da agua do mar 
aumenta com a profundidade h segundo a lei p - p 0 + c h, onde p 0 e a densidade na 
superfine e c e uma constante positiva. Calcule a pressao a uma profundidade ft. 

20. Quando pesados no vacuo, um bloco cubico de aluminio (densidade 2,7 g/cm 3 ) e um de 
chumbo (densidade 11,4 g/cm 3 ), tern peso equivalente a 10 kg cada um. No ar (densidade 
1,29 kg/m 3 ), qual pesa menos, e qual e a diferenca de massa correspondente? 

21 . Verifique o resultado da experiencia do Puy de Dome, realizada por Perier em 1648 [Segao 
1.5(c)], 
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NOCOES DE H1DROD1NAM1CA 

■> 

A dinamica dos fluidos e um assunto bastante complexo, Vamos limitar o 
tratamento a algumas nocoes introdutorias. 

2,1 — Metodos de descricao e regimes de escoamento 

Como descrever o movimento de um fluido? Uma possibilidade e imagina-Io subdividido em 
elementos de volume suficientemente pequenos para que possamos tratar cada um deles 
como uma particula, e depois descrever o movimento de cada parti'cula do fluido. 

Para identificar uma dada particula, basta dar sua posicao r 0 no fluido num dado instante 
f 0 . Num instante posterior t, ela ocupara uma posicao r = r (t, r 0 , to). Quando f varia, o vetor r 
descreve a trajetoria da particula do fluido. Na pratica, poderiamos individualizar a particula 
colocando um pouco de corante no ponto r 0 no instante f 0 , e a trajetoria seria entao materia- 
lizada atraves de uma fotografia de longa exposicao do fluido. 

Se soubermos calcular r em funcao de t para qualquer particula, teremos uma descrigao 
do movimento do fluido. Este metodo de descricao e devido a Lagrange. Entretanto, e dificil 
que se consiga obter uma solucao tao completa, e raramente ha interesse em conhecer em 
detalhe as trajetorias das particulas do fluido, de forma que nao e um metodo muito empregado. 

No metodo mais utilizado, devido a Euler, fixamos a atenc ao em cada ponto r do fluido e 
descrevemos como varia com o tempo a velocidade v nesse ponto fixo do fluido: 

v = v(r,r) (2.1.1) 

Em geral, a cada instante t, sera uma particula diferente do fluido que passara pela po- 
sicao r. 

A associacao de um vetor a cada ponto do fluido define nele um campo vetoriaJ, que e, 
neste caso, o campo de velocidades no fluido. Para materializar esse campo num determinado 
instante, podemos introduzir particulas de corante em diferentes pontos do fluido e depois 
tirar uma fotografia com tempo de exposicao curto. 

A Fig. 2.1 da uma ideia do que se obteria para o caso do escoamento numa canalizacao 
cujo diametro diminui na regiao central. A direcao e o comprimento de cada traco na foto 
dao a direcao e a magnitude da velocidade do fluido no ponto correspondente (no caso, a 
magnitude aumenta no centra). Se o fluido esta se 
deslocando da esquerda para a direita, por exemplo, 
podemos tambem colocar uma seta na extremidade 
de cada traco para indicar o sentido do vetor velo- 
cidade. 

Chama-se iinha de corrente num dado instante 
uma linha tangente em cada ponto ao vetor v nesse Figura 2. 1 - Tracos de corante 
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Figura 2.2 — linhas de corrente 




ponto. As linhas de corrente sao as "linhas de forca" do campo de velocidade; e bem conhecido 
que as linhas de forca do campo magnetico podem ser materializadas com o auxilio de limalha 
de ferro. 

A Fig. 2.2 mostra o aspecto das linhas de corrente 
para o exemplo da pagina precedente de escoamento 
numa canalizacao. Chama-se tubo de corrente a su- 
perficie formada num dado instante por todas as 
linhas de corrente que passam pelos pontos de uma 
dada curva C fechada no fluido (Fig. 2.3). Em geral, 
as linhas e tubos de corrente variam de instante para 
instante. 

Escoamento estacionario: 0 escoamento de um fluido 
chama-se estacionario ou em regime permanente 
quando o campo de velocidade do fluido nao varia 
com o tempo, ou seja, quando a (2. 1. 1) se reduz a 

Figura 23 — Tubo de corrente v = v(r) (2.1.2) 

Isto quer dizer que diferentes particulas do fluido sempre passam pelo mesmo ponto 
com a mesma velocidade, embora v possa variar de ponto a ponto. 0 escoamento de agua a 
baixas velocidades numa canalizacao ligada a um grande reservatdrio e, com boa aproximacao, 
estacionario. 

Num escoamento estacionario, as linhas de corrente coincidem com as trajetorias das 
particulas do fluido. Duas linhas de corrente nunca podem se cruzar, porque, num ponto de 
cruzamento, haveria uma ambigiiidade na direcao da velocidade, com duas direcoes diferentes 
no mesmo ponto. Logo, num escoamento estacionario, as particulas de fluido que estao dentro 
de um dado tubo de corrente num dado instante nunca podem atravessar as paredes desse 
tubo: permanecem sempre dentro dele, e o fluido se escoa dentro do tubo como se suas 
paredes fossem solidas, constituindo uma canalizacao. 

Num. escoamento nao estacionario, as linhas de corrente variam a cada instante e nao 
coincidem mais com as trajetorias. Um caso extremo e o escoamento turt>uJenfo, como o de 
agua numa cachoeira, em que v varia de forma extremamente rapida e irregular tanto com t 
como com r. 



2.2 — Conservacao da massa — Equacao de continuidade 

Os resultados basicos da dinamica dos fiuidos que vamos estudar decorrem de leis de 
conservacao. Uma delas e a lei de conservacao da massa aplicada ao movimento do fluido. 

Para ver quais sao as conseqtiencias dessa lei, consideremos um tubo de corrente cuja 
seccao transversal no entorno de um dado ponto do fluido num dado instante tern area A 
(Fig. 2.4). Qual e a massa Am do fluido que atravessa essa seccao num intervalo de tempo 

infmitesimo At? Se v e a velocidade do fluido no ponto 
e no instante considerado, sera a massa contida num 
cilindro de base A e altura vAt, onde v = |v|. 0 volume 
desse cilindro e Av At; logo, se p e a densidade do 
fluido no entorno do ponto considerado, a massa Am 
sera dada por 

Am = pAvAf (2.2.1) 
Figura 2.4 — Massa que atravessa A 




vAf 
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Consideremos agora urn escoamento estacio- 
nario e uma porcao de tubo de corrente situada entre 
duas secc oes transversais de areas A, e A 2 (Fig. 2.5), 
onde as velocidades e densidades sao, respectivamen- 
te, (v,, p,) e (v 2 , p 2 ). Como o escoamento e estacionario, 
a massa do fluido contida entre as secedes A, e A 2 
nao pode variar com o tempo, ou seja, a massa Am, 
que entra por A, num intervalo de tempo Af tern de 
ser igual a massa Am 2 que sai do tubo por A 2 nesse Figura 2.5 - Fluxo de massa 
mesmo intervalo: 

Am, = p, A-^At = Am 2 = p 2 A 2 v 2 At (2.2.2) 
o que da | p^y, = p 2 A 2 v 2 | (2.2.3) 

ou seja, o produto pAv permanece constante ao longo do tubo de corrente, representando o 
fluxo de massa por unidade de tempo atraves da seccao transversal do tubo. 

Em particular, se o fluido e incompressivel, temos p, = p 2 = p (constante), e a (2.2.3) fica 



| AjV 2 = A z v 2 | (fluido incompressivel) (2.2.4) 

0 produto Av = constante neste caso mede o voJume de fluido que atravessa a secgao 
transversal do tubo por unidade de tempo, e chama-se vazao do tubo. A vazao mede-se em 
m 3 /s . 

A (2.2.4) mostra que, para urn fluido incompressivel, a velocidade e inversamente 
proporcional a area da seccao transversal do tubo de corrente considerado. Assim, nas regides 
onde o tubo sofre um estrangulamento, o fluido tem de se escoar mais rapidamente, para que 
a vazao permanega a mesma. Na Fig. 2.5, vemos que isto corresponde a uma maior densidade 
das linhas de corrente representadas. Esta convencao e usualmente adotada no tracado das 
linhas de corrente: a velocidade e maior onde elas estao mais proximas entre si. 

■ Os resultados acima tambem se aplicam ao escoamento estacionario de um fluido numa 
canalizacao: o tubo de corrente, neste caso, e deflnido pelas paredes da canalizacao, pois o 
fluido se escoa tangencialmente a elas. 

Para um fluido compressive), a (2.2.3) mostra que, se a area A do tubo de corrente 
permanece a mesma, a densidade varia na razao inversa da velocidade. Este resultado pode 
scr aplicado ao escoamento estacionario de carros numa estrada: em regioes onde a velocidade 
diminui (por exemplo, em frente a postos de fiscalizacao!), a densidade de carros tende a 
aumentar. 

Se quisermos formular o principio de conservacao da massa no caso geral do escoamento 
nao-estacionario de um fluido compressivel, nao adianta considerar um tubo de corrente, 
porque as linhas de corrente mudam a cada instante. 

Consideremos entao um volume Vfixo do fluido, 
limitado por uma superflcie fechada S, e seja n o vetor 
unitario da normal externa (ou seja, dirigida para fora 
de V) em cada ponto de S (Fig. 2.6). 

A massa Am de fluido que atravessa AS num 
intervalo de tempo infinitesimo At esta contida num 
cilindro de base AS e geratriz vAt (Fig. 2.7), onde v e a 

velocidade do fluido no entorno de AS no instante Figura 2.6 — Normal externa 
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considerado, que em geral e obliqua a AS. No caso 
ilustrado na figura, em que vn > 0, a altura do cilindro 
e v-nf, de modo que 

Am = pv-nAtAS (2.2.5) 

Vemos que pv-n AS representa o fluxo de massa 
para fora do volume V por unidade de tempo atraves 
de AS no instante considerado. Isto continua valendo 
se for v-n < 0 (por exemplo, se invertermos o sentido 
Figura 2.7 - Massa que atravessa AS de v na Fig. 2.7): o sinal negativo significa simples- 

mente que o fiuxo neste caso esta dirigido para dentro 
de V. Por exemplo, na Fig. 2.5, o fluxo atraves de A t e negativo e atraves de A 2 e positivo. 
A massa total de fluido contida dentro do volume V num dado instante e 

m = j v pdV (2.2.6) 

onde d V e o elemento de volume, pea densidade em cada ponto de Vno instante considerado, 
e a integral e estendida ao volume V. 

A massa m pode variar com o tempo. Entretanto, como massa nao pode ser criada nem 
destruida, tal variacao so pode ser devida ao fluxo resultante atraves da superficie S: m aumenta 
se entra mais fluido do que sai, e diminui em caso contrario. Pela (2.2.5), o fluxo resultante por 
unidade de tempo e 

j s pvndS (2.2.7) 

onde dS e o elemenLo de superficie e $ s significa a integral estendida a superficie fechada S. 
Este fluxo da o decrescimo por unidade de tempo da massa de fluido contida em V, ou seja, 




f pV'fidS = -— : 



= -Af pdv 
dtJv F 



(2.2.8) 



onde o sinal e negativo porque dm/dt < 0 quando o fluxo total para fora e positivo. 

A (2.2.8), que e a expressao geral da lei de conservacao da massa num fluido, chama-se 
eguapao de continuidade. Num escoamento estacionario, p em cada ponto e independente do 
tempo e o 2.° membro da (2.2.8) se anula. Se tomarmos como volume V a porcao de tubo de 
corrente ilustrada na Fig. 2.5, o 1° membro se reduz a p 2 A 2 v 2 - p 5 A, v v de modo que a (2.2.8) 
se reduz a (2.2.3), neste caso particular. Note que o fluxo atraves da superficie lateral de urn 
tubo de corrente e nulo, porque v-n = 0 nas paredes do tubo. 



2,3 — Forcas num fluido em movimento 

Consideremos uma particula do fluido de volume AV. A equacao de movimento dessa 
particula e dada pela 2? lei de Newton, 

Ama - paA V = AF V + AF S (2.3.1) 

onde a e a aceleracao da particula, AF V e a resultante das forpas volumetricas que atuam 
sobre ela e AF S e a resultante das forgas superficiais. 

Alem das forcas volumetricas externas que atuam sobre o fluido, como a gravidade, ha 
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uma forca volumetrica interna que corresponde ao atrito no deslizamento de camadas fluidas 
umas sobre as outras, a forca de viscosidade (Secao 11}. Essa forca, que so surge quando o 
fluido esta em movimento, corresponde ao aparecimento de tensoes tangenciais. 

Um fluido real sempre tern alguma viscosidade, embora para a agua ela seja muito menor 
do que para um fluido espesso como o mel, por exemplo. Como a viscosidade introduz 
complicates consideraveis, a dinamica dos fluidos desenvolveu-se em primeiru lugar 
ignorando os seus efeitos, levando-os em conta somente numa abordagem posterior. Chama- 
se fluido perfeito ou fluido ideal um fluido de viscosidade desprezivel. Embora nenhum fluido 
real seja perfeito, os resultados obtidos na dinamica dos fluidos ideais podem ser aplicados 
em muitos casos (com algumas precaucoes) a fluidos reais, o que justifica o seu estudo. 

Num fluido perfeito, nao existem tensoes tangenciais, mesmo quando ele esta em 
movimento, de modo que as forcas superficiais continuam correspondendo a pressoes, normais 
as superficies sobre as quais atuam. Continua tambem valendo a (1.2,8), ou seja, a pressao 
num ponto do fluido nao depende da orientacao do elemento de superficie sobre o qual atua. 
Com efeito, na demonstracao dada para um fluido em equilibrio, a contribuicao das forcas 
volumetricas foi desprezada por ser proporcional a AV, infinitesimo de ordem superior (pg. 
4). Para um fluido em movimento, porem, o i? membro da (2.3.1), que representa o efeito do 
movimento, tambem e proporcional a AV, de forma que a demonstracao dada na Sec. 1.2 
continua valida: a pressao num fluido perfeito em movimento so pode depender da posigao. 
No caso de equilibrio, este resultado vale tanto para um fluido perfeito como real. 

A resultante das forcas volumetricas e das forcas superficiais de pressao sobre um 
elemento de volume AV, calculada na Sec. 1.3 para um fluido em equilibrio, permanece valida 
portanto para um fluido perfeito em movimento (cf. linha acima da (1.3.5)): 

AF„+AF s =(f- gradp)AV (2.3.2) 

onde f e a densidade de forca volumetrica externa [veja (1.3.1)]. 

Substituindo a (2.3.2) na (2.3. 1), obtemos a equacao de movimento de um fluido perfeito: 

pa = f- gradp] (2.3.3) 

A relacao entre a aceleracao a e a velocidade v num ponto fixo do fluido [cf. (2.1.1)1 nao e 
simples, porque a e a aceleracao de uma particula do fluido, acompanhada em seu movimento, 
enquanto v se refere a um ponto fixo. 

0 caso mais importante na pratica e aquele em que f se reduz a densidade de forca 
gravitacional, dada por (cf. (1.4.2) e (1.4.4)) 

f = -grad(pg:z) (2.3.4) 

A (2.3.3) fica 

pa = -grad(p + pgz)| (2.3.5) 

mostrando que a pressao p se comporta como uma densidade de energia potencial. Esta 
energia esta associada as forgas superficiais internas, que podem realizar trabalho sobre a 
superficie de um elemento de volume quando esta superficie se desloca [cf. (1.4.3)1. 

Para a = 0, as (2.3.3) e (2.3.5) se reduzem as equacoes basicas da estatica dos fluidos 
(1.3.7) e (1.4.5), respectivamente. 
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2.4 — Equacao de Bernoulli 

Vamos aplicar ao movimento de um fluido perfeito, descrito pelas (2.3.5), a lei de conservacao 
da energia (note que nao ha atrito). Vamos nos limitar para isto ao escoamento estacionario 
de um fluido perfeito incompressivel. 

Consideremos um tubo de corrente limitado por 
duas seccoes transversais de areas A, e A 2 , situadas 
no entorno dos pontos 1 e 2 do fluido (Fig. 2.8), 
respectivamente, onde as pressoes sao p, ep 2 , as mag- 
nitudes das velocidades v, e v 2 e as alturas em relacao 
a um piano horizontal de referenda z, e z 2 . O tubo 
deve ser suflcientemente delgado para que se possa 
desprezar a variacao de todas essas grandezas sobre 
sua seccao transversal; um tal tubo estreito chama-se 
um fflete de corrente. 

Durante o intervalo de tempo infinitesimo At, a 
porcao considerada do filete, compreendida entre as 
seccoes 1 e 2, se desloca para uma nova posicao, compreendida entre 1' e 2' (Fig. 2.8). Como 
o escoamento e estacionario, a porcao do filete compreendida entre 1' e 2 nao precisa ser 
levada em conta no balanco de energia, pois as condicdes nessa porcao permanecem as 
mesmas. Para este balanco, tudo se passa como se a porcao entre lei' fosse transportada 
para a regiao compreendida entre 2 e 2'. Ja vimos pela (2.2.4) que as massas dessas duas 
porcdes sao iguais: 




Figura 2.8 — Filete de corrente 



Am, = pA^At = pA 2 v 2 At = Am 2 
A variacao de energia cinetica correspondente a esse transporte e 



(2.4.1) 



1 1 

AT = -Am 2 v| --Amjvf 



(2.4.2) 



Esta variacao e igual (1, Secao 7.2) ao trabalho realizado pelas forcas que atuam sobre o 
sistema, ou seja, pelas forcas de pressao e pela gravidade. 

O deslocamento 1 -> V e no mesmo sentido das forcas de pressao, enquanto 2^2'eem 
sentido contrario, de modo que o trabalho das forcas de pressao e 



(p,A,)(v,At) - (p 2 A 2 )(v 2 At) 



(2.4.3) 



0 trabalho realizado pelas forcas gravitacionais e contrario a variacao da energia potencial 
gravitacional (1, Se?ao 7.3), ou seja, e dado por 



-glAm 2 z 2 -Am^Zj) 
Somando as (2.4.3) e (2.4.4) e igualando o resultado a (2.4.2), obtemos 



(2.4.4) 



1 1 

-Am 2 v 2 --Am,v| = p l (A 1 v 1 At)-p 2 (A 2 v 2 At)-g(Am 2 z 2 - Ar^z,) 

=Am r /p =&m 2 /p 



Como Am, = Am 2 , resulta 



1 2 ■ 



P? 1 2 Pi 

P 2 p 



(2.4.5) 



f 

23 - EQUACAO DE BERNOULLI 23 



que exprime a conservacao da energia por unidade de massa ao longo do filete. Foi suposto 
que o fluido e incompressivel porque para um fluido compressive! existe a possibilidade 
adicional de variapao da energia interna, armazenada sob a forma de energia termica, conforme 
veremos mais tarde. Para o caso considerado do fluido incompressivel, essa possibilidade 
nao existe, e a (2.4.5), multiplicada por p, da a equacao de Bernoulli 



-pv +p + pgz = C 



(2.4.6) 



onde C e constante ao longo de um filete. Este resultado foi publicado por Daniel Bernoulli em 
seu tratado "Hidrodinamica" (1738). Note que, como na equacao de movimento (2.3.5), a 
pressao se comporta como uma densidade de energia potencial. 

A constante C pode tomar valores diferentes, em geral, sobre filetes de corrente dif erentes 
(a rigor, um valor de C deve ser associado a cada linha de corrente). Entretanto, e comum na 
pratica aplicar a equacao de Bernoulli ao escoamento estacionario de um liquido que se origina 
num grande reservatorio cuja superficie livre esta em contato com a atmosfera. As linhas de 
corrente tem origem na superficie do reservatorio, que e horizontal e se mantem quase 
inalterada, apesar do escoamento, se o reservatorio e suficientemente grande. Logo, na 
superficie do reservatorio, p = p„ (pressao atmosferica ), z = z 0 = constante e v 2 e desprezivel, 
dando 



C = p 0 + pgz 0 (2.4.7) 

que tem nesse caso o mesmo valor para todas as linhas de corrente originarias da superficie 
do reservatorio, ou seja, para todo o escoamento. 

A hidrostatica e um caso limite, obtido quando v 0 . Neste caso, C e constante em todo 
o fluido e a (2.4.6) se reduz a (14.6). 

Se dividirmos por pgr todos os termos da (2.4.6), obtemos outra forma equivalente da 
equacao de Bernoulli: 



Z + + "!-: 

zg pg 



(2.4.8) 



onde C = C/pg tambem e constante ao longo de um filete de corrente. 

Todos os termos da (2.4.8) tem dimensoes de comprimento e costumam ser interpretados 
em termos de alturas. 0 termo z e simplesmente a altura do filete em relacao ao piano hori- 
zontal de referenda no ponto considerado, ou aitura geometrica. 

0 termo ^I2g, pela bem conhecida "formula de Torricelli" (1, Sec. 6.1), representa a 
altura da qual um corpo deve cair em queda livre a partir do repouso para adquirir a velocidade 
v, e chama-se alfura cinetica [cf. (2.5.1)]. 

Finalmente, h = p/pg seria a altura da coluna do fluido considerado correspondente a 
pressao p num barometro que empregasse esse fluido (Secao 1.5); este termo e chamado de 
altura piezometrica (ou seja, de medida da pressao). 

A equacao de Bernoulli (2.4.8) pode pois ser enunciada: a soma das alturas geometrica, 
cinetica e piezometrica permanece constante ao longo de cada linha de corrente, no escoamento 
estacionario de um fluido incompressivel no campo gravitacional. 
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2,5 — Aplicacoes 
(a) Formula de Torricelli 

Consideremos urn reservatorio contendo liquido, em cuja parede lateral ha um pequeno orificio 
circular atraves do qual o h'quido se escoa. Conforme mostra a Fig. 2.9, observa-se que a veia 

liquida que escapa pelo orificio O afunila-se, sofrendo 
uma contracao, ate assumir forma cilindrica num 
ponto bem proximo a parede, para depois encurvar- 
se, sob a acao da gravidade, num jato de forma para- 
bolica. Como o orificio e pequeno, o nivel do reser- 
vatorio baixa muito lentamente e a velocidade v 0 na 
superficie e desprezivel. 

A Fig. 2.9 mostra a forma das linhas de corrente, 
que se iniciam na superficie livre, onde a pressao e a 
pressao atmosferica p 0 . Vamos aplicar a equagao de 
Bernoulli (2.4.8) cntrc o ponto inicial A de uma linha 
de corrente na superficie e um ponto B na parte 
cilindrica do jato, onde a pressao volta a serp 0 (Fig. 
2.9) e a velocidade e v: 




Figura 23 — Escoamento por um orificio 



2g pg Zg pg 



Como z 0 - 2 = Ilea altura de que o liquido desce entre a superficie livre e o orificio (Fig. 
2.9), obtemos, finalmente, 



v = V2gA 



(2.5.1) 

ou seja, a velocidade e a mesma que seria atingida na queda livre de uma altura h. Este resultado 
foi obtido por Torricelli em 1636. 

0 fafor de contragao da veia liquida e de « 0,6 , ou seja, a area da seccao transversal do 
jato na porcao cilindrica B e cerca de 0,6 vezes a area A do orificio circular 0. A vazao e 
portanto = 0,6 Av. A velocidade media sobre o orificio e correspondentemente menor, e a 
pressao na vizinhanca de 0 e > p 0 (seria a pressao hidrostatica p 0 + pgh se o liquido estivesse 
em repouso). A contragao da veia entre 0 e B esta associada a queda de pressao ate o valor 
Pq. Para outras formas do orificio de saida, obtem-se resultados diferentes. 



(b) Tubo de Pitot 

Para medir a pressao ou a velocidade num fluido em movimento, e necessario introduzir 
nele algum instrumento de medida, que geralmente perturba o escoamento. Para relacionar 







>► 

(a) 


(b) 



o resultado obtido com a grandeza a medir, e preciso 
compreender a natureza dessa perturbacao. Assim, 
se introduzirmos num campo de escoamento 
inicialmente uniforme, de velocidade v (Fig. 2.10, (a)) 
um corpo afilado, de forma "aerodinamica" (Fig. 2.10 
(b)), ele perturba as linhas de corrente da forma 
indicada na figura. No ponto O (Fig. 2.10 (b)), o fluido 



Figura 2.10- Pemirbacio do escoamento e freiado, ou seja, a velocidade se reduz praticamente 
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a zero. Urn tal ponto chama-se ponto de estagnacao. Por outro Iado, num ponto como A na 
Fig. 2.10 (b), a velocidade de escoamento quase nao sofre perturbacao, ou seja, continua igual 
a v. 

Sep e a pressao em A e p 0 a pressao em 0, como a diferenga de altura entre esses pontos 
e desprezivel, a equagao de Bernoulli (2.4.6) da, tomando v 0 = 0 em 0, 



Po = P + jPV 



(2.5.2) 



A pressao no ponto de estagnacao se eleva para p 0 , que e chamada de pressao dinamica, 
devido ao freamento do fluido. 

Acoplando o corpo considerado a um manome- 
tro diferencial para medirp - p 0 , obtemos um tubo de 
Pilot (Fig. 2.11). Se p 0 e a densidade do fluido no tubo 
em U e h a diferenga de m'vel entre os dois ramos, 
temos, analogamente a (15.1), 

Po " P = PoS* = \pv 2 [pela (2.5.2)] 

o que permite medir a velocidade v de escoamento 
do fluido: 





p 




s 





Figtm 2.11 — Tubo de Pint 



v= Z^gh 
1 P 



Este sistema e usado para medir a velocidade de avioes. 



(2.5.3) 



(c) Fenomeno de Venturi 

Consideremos o escoamento estacionario de um 
fluido incompressivel numa canalizasao horizontal de 
seccao transversal variavel (Fig. 2.12). Sejam A, e A 2 
as areas da secgao nos pontos 1 e 2 e (p 1; vj e (p 2 , v 2 ) 
as pressoes e velocidades correspondentes; supomos 
as secg oes suficientemente pequenas para que essas 
grandezas possam ser tomadas como constantes 
sobre elas, e que as alturas geometricas z das seccoes 
possam ser consideradas identicas. A equacao de Ber- figura 2. 12 Fenomeno de Venturi 
noulli (2.4.6) da entao: 

1 1 

Pi+^Pv! = P 2 + -pvl (2.5.4) 
e a equacao de continuidade (2.2.4) da 




(2.5.5) 



de modo que v 2 > e, conseqiientemente, p 2 < p t : nos pontos de estrangulamento, onde a 
velocidade de escoamento e maior, a pressao e menor. 

Este fenomeno foi primeiro observado por Venturi, que esperava obter o resultado 
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contrario, acreditando que a pressao teria de aumentar no estrangulamento, devido ao espaco 
mais reduzido. Pela constancia da vazao, e a velocidade que tern de aumentar, e essa aceleracao 
tem de ser devida a uma forca, que so pode se originar de uma queda da pressao. 

Na Fig. 2.12, o liquido sobe ate alturas hi e h 2 em manometros inseridos nos pontes 1 e 2, 
o que permite medir a diferenca de pressao p, - p 2 : 

Pi - p 2 = (ft + pgth )- tPo +PStf%)= csrOii - h 2) = ps* C 2 - 5 - 6 ' 

onde Jiea diferenca entre as alturas. 

Uma aplicacao do fenomeno de Venturi e o medidor de Venturi, empregado para medir a 
velocidade de escoamento ou a vazao numa tubulacao. Para este fun, insere-se nela urn 
estrangulamento e mede-se a diferenca de pressao [como na (2.5.6)). Resolvendo as (2.5.4), 
(2.5.5) e (2.5.6) em relacao a velocidade desejada v v obtem-se: 



2gh 

Al-Al 



(2.5.7) 



e a vazao e A\ v,. 

0 fenomeno de Venturi tambem e aplicado para aspirar fluidos e produzir vacuo, utilizando 
a queda de pressao num estrangulamento: e o principio das bombas aspirantes, como a trompa 
de agua, que permite evacuar urn recipiente ate pressoes da ordem de20mmHg.A aspiracao 
de ar para mistura com o jato de gas num bico de Bunsen e a aspiracao de vapor de gasolina 
num motor de explosao baseiam-se no mesmo principio. 

Se duas folhas de papel estao bem juntas e se 
procura separa-las soprando no espaco entre elas, elas 
se grudam uma na outra! A Fig. 2.13 mostra uma for- 
ma de realizar essa experiencia: soprando pela aber- 
tura A de um canudo de papel que se comunica com 
o espaco entre dois discos de papel bem proximos, o 
disco de baixo, em lugar de se afastar, e puxado para 
cima! A explicacao desseparadoxo hidrodinamico e o 
fenomeno de Venturi: o escapamento de ar com 
grande velocidade reduz a pressao no intersticio en- 
tre os discos. A face de cima do disco inferior fica 
Figum 2. 13 - Paradoxo hidrodinamico en&Q su j ei(a & uma press g 0 men or que a de baixo, 

onde atua a pressao atmosferica. O disco inferior e soerguido por essa diferenca de pressao. 




2.6 — Circulacao, Aplicacoes 
(a) Circulacao 

Uma grandeza importante para caracterizar o tipo de escoamento de um fluido e a circulacao. 
Seja T uma curva fechada orientada, ou seja, para a qual e definido um sentido positivo de 

percurso, situada no interior do fluido. Chama-se 
circulacao Q- ao longo de T a integral de linha. 




dl 



(2.6.1) 



Fipira 2.H- Circulacao 



onde v e a velocidade_do fluido e dl o elemento de 
linha ao longo-deT, orientado (Fig. 2.14) no sentido 
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positivo de percurso. Os concertos de integral de linha 
e de circulacao de urn vetor foram introduzidos em 1, 
Secao 7.3, quando discutimos o trabalho de uma forca 
ao longo de um caminho. Analogamente ao que foi 
visto nesse caso, so intervem na (2.6.1) a projecao de 
v sobre o dcslocamcnto dl (produto escalar), ou seja, 
a componente da velocidade ao longo do caminho. 

Exemplo 1: Consideremos um recipiente cilindrico 
contendo liquido em rotacao uniforme com velocidade 
angular s)(pg. 7). 





f 


o*^--- J --- 





Figura 2.15— Liquido em rotacao 



0 liquido gira como um corpo rigido com essa velocidade angular. A velocidade v num ponto 
P do liquido a distancia r do eixo de rotacao (Fig. 2.15) e portanto 

v = oire = vfl (2.6.2) 

Se tomarmos para T um ci'rculo de raio r com centra na origem, orientado no sentido da 
rotacao, temos 



dl = rde e 



( v ■ dl = vrcfe 

271 



o que da 



C r = vrj^de = vr J de = 2mv 



(2.6.3) 
(2.6.4) 



Como T coincide com uma linha de corrente, e |v| = v e constante ao longo dela, C r e 
neste caso o produto de v pelo comprimento 2nr do caminho. Como v = tor, a (2.6.4) da 

C r = 2nr 2 0J (2.6.5) 
ou seja, a circulacao sobre um ci'rculo de raio r cresce com r 2 . 

Exemplo 2: Consideremos agora outro escoamento com linhas de corrente circulares e |v| 
funcao so de r, ao qual impomos a condicao de que a circulacao C r sobre qualquer circulo de 
raio r com centra no eixo e constante (independente de r). Neste caso, pela (2.6.4), devemos 
ter, em lugar da (2.6.2), 



2jir' 



v = vfl 



(2.6.6) 



ou seja, a velocidade varia inversamente com r, em lugar de ser proporcional a r como na 
(2.6.2). Como v ~ para r ^ 0, o eixo e uma linha singular, e e preciso geralmente excluir do 
escoamento um entorno do eixo. 
A Fig. 2.16 mostra uma realizacao pratica aproximada 
deste tipo de escoamento: o liquido escapa do reci- 
piente pelo orificio inferior, circulando em torno do 
eixo e formando um redemoinho, em que a velocidade 
aumenta a medida que nos aproximamos do eixo, 
como quando a agua se escoa pelo raio de uma ba- 
nheira. A superficie livre assume a forma carac- 
teristica afunilada ilustrada na figura, que podemos 
explicar imediatamente pela formula de Bernoulli 
(2.4.8): como p =p 0 = constante (pressao atmosferica) 

sobre a superficie livre, temos pela (2.6.6), Hgura 2A6 _ Redemoinho 
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z + .5L = z + — J— = constants 
2g S% z gr z 

de modo que a equacao da superfine livre e 

z = A-4 <- 26J) 
r 

onde A e B > 0 sao constantes. O liquido ocupa a regiao externa ao funil centrado no eixo, de 
modo que a singularidade em r = 0 e excluida do campo de escoamento. 



(b) Escoamentos rotacionais e irrotacionais 




Figura 2. 17— Propriedade adkiva 



Figura 2.18 — Malha de subcircuitos 




Figura 2.1}- Circuito infinitesimo 




A circulacao ao longo de urn caminho tem uma pro- 
priedade aditiva, ilustrada na Fig. 2.17: se decom- 
pusermos T em dois circuitos de mesma orientacao, 
CABC e BADB, atraves de uma particao por urn arco 
AB, temos 

C r =CcABC+C B ADB < 2 - 6 - 8 ' 

porque a porcao comum AB e percorrida duas vezes 
em sentidos opostos (dl -» - dl), e as contribuicoes 
correspondentes se cancelam. 

Utilizando esta propriedade, podemos tomar uma 
superficie qualquer de contorno T e decompo-la numa 
malha do subcircuitos de mesma orientacao (Fig. 2.18): 
C r se reduz a soma das circulacoes ao longo de todos 
os subcircuitos. Eventualmente, tomando subcircuitos 
infinitesimais, podemos associar a circulacao a uma 
propriedade local, definida em cada ponto do fluido. 

Deste ponto de vista, existe uma diferenca fun- 
damental entre os escoamentos dos exemplos 1 e 2 
considerados acima. Consideremos urn circuito 
infinitesimo ABCD (Fig. 2.19) de abertura de, com 
centra no eixo, compreendido entre os circulos de 
raios r e r + dr. Em ambos os exemplos, temos v = v9, 
onde v = v (r) e funjao somente de r. Logo, sobre os 
lados AB e CD, e vdl = 0, e vem 

C ABCD = v(r + dr) x arco BC - v(r) x arco AD 

(r+(Jr)d8 rde 

(2.6.9) 



ouseja, C ABCD =[(r+dr)v(r+dr)-rv(r)]de 
No exemplo 1, pela (2.6.2), e v(r) = or, de modo que 

Cabcd = m K r + rir ' 2 - r2]de " 2(0 ■ rdrd6 (2.6.10) 
desprezando infinitesimos de ordem superior. Como rdrdfl e a area envolvida pelo circuito 
infinitesimo considerado, vemos que, para este circuito, 

C r /area r = 2o) (Exemplo 1) (2.6.11) 
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onde area r e a area envolvida pelo circuito T. Logo, no exemplo 1, a circuJacao por unidade de 
area para um circuito infinitesimo e constante e igual a 2<». Pela propriedade aditiva, isto con- 
tinua valendo para um circuito finito, conforme e ilustrado pela (2.6.5): C r / (ur 2 ) = 2m. 

No exemplo 2, pela (2.6.6), e 

(r + drMr + dr) = rv(r) = C r / (2x) 
e a (2.6.9) da, para o circuito ABCD, 

C r /area r = 0 (exemplo 2) (2.6.12) 

Pela propriedade aditiva, este resultado se estende a qualquer circuito que nao envolve o 
eixo (ja vimos que neste caso o eixo e uma linha singular e deve ser excluido). 

Sea circulacao por unidade de area no entorno de cada ponto se anula numa dada regiao, 
o escoamento nessa regiao se chama irrotacional (exemplo 2). Caso contrario (exemplo 1), o 
escoamento se diz rotacional. A distincao entre estes dois tipos de escoamento e fundamen- 
tal: no escoamento rotacional, um elemento do fluido com centra num ponto possui momento 
angular em torno desse ponto, ou seja, gira ao mesmo tempo em que e transportado pelo 
movimento; no escoamento irrotacional, o momento angular de cada particula fluida em torno 
de seu centro e nulo. 



Podemos detectar a diferenca colocando no in- 
terior do fluido uma pequena rodinha de pas: no es- 
coamento rotacional, a rodinha gira enquanto e trans- 
portada (exemplo 1, Fig. 2.20 (a)); no escoamento 
irrotacional, a rodinha e transportada sem girar 
(exemplo 2, Fig. 2.20 (b)). 




Se o escoamento e irrotacional, a propriedade figura 2.20 — Escoamento rotacional (a) <• 
aditiva implica irroacional (b) 

C r =| r vdl = 0 (2.6.13) 

para qualquer circuito F na regiao considerada. Por analogia com o que vimos em 1, Sees. 7.3 
e 7.4, a (2.6.13) implica a existencia de uma funcao ptal que 

v = grad tp (2.6.14) 
A funcao if chama-se potencial de velocidades, e um escoamento irrotacional e tambem 
chamado, por isto, de escoamento potencial. Os exemplos de escoamentos nas Secoes 
anteriores sao todos irrotacionais. 

(c) Efeito Magnus 



Se um cilindro e introduzido num campo de escoamento inicialmente uniforme, as linhas de 
corrente no escoamento em torno do cilindro tem o aspecto indicado na Fig. 2.21 (a). Conforme 




Figura 2.21 — Efeito Magnus 
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mencionado na Sec. 2.2, a velocidade e maior na regiao onde as linhas de corrente estao mais 
juntas. A grande distancia, o escoamento permanece aproximadamente uniforme. A Fig. 2.21 
(b) mostra as linhas de corrente para uma circulacao constante em torno do cilindro, que e o 
escoamento do exemplo 2, com v dado pela (2.6.6). Finalmente, a Fig. 2.21 (c) mostra as linhas 
de corrente resultantes da superposicao dos dois escoamentos: a velocidade em cada ponto e 
a soma vetorial das velocidades correspondenles nos escoamentos (a) e (b) (escoamentos 
irrotacionais de fluidos incompressiveis podem ser superpostos desta forma). 

Em pontos acima do cilindro, as velocidades de (a) e (b) se somam em magnitude, ao 
passo que abaixo se subtraem. Isto da origem a distribuicao assimetrica de linhas de corrente 
da Fig. 2.21(c), cuja densidade e maior acima do que abaixo do cilindro, correspondendo a 
uma velocidade de escoamento que assume valores mais elevados na metade superior do 
cilindro do que na inferior. 

Em conseqiiencia do fenomeno de Venturi (Secao 2.5 (c)), esta assimetria da distribuicao 
de velocidade produz uma assimetria correspondente da distribuicao de pressao sobre o 
cilindro: a pressao abaixo e maior do que a pressao acima. A resultante das forcas de pressao 
e portanto um empuxo vertical E dirigido para cima (Fig. 2.21 (c)), que se chama empuxo 
dinamico. Se invertermos o sentido da circulagao (tomando-a como anti-horaria, em lugar de 
horaria, como em (b)), inverte-se tambem o sentido de E. 

Este efeito, estudado experimentalmente por Magnus em 1853, e conhecido como efeito 
Magnus. Passando para um referencial em que o fluido a grande distancia esta em repouso, o 
escoamento descreve agora o deslocamento do cilindro dentro do fluido, e a circulacao pode 
ser obtida imprimindo uma rotacao ao cilindro. 0 efeito Magnus, atuando sobre uma esfera, 
e responsavel pelo desvio das bolas de tenis ou pingue-pongue lancadas "com efeito", de 
forma a girar rapidamente sobre o proprio eixo. 

Em 1920, Flettner propos utilizar o efeito Magnus para a propulsao de um barco pelo 
vento, utilizando, em lugar de uma vela, um cilindro vertical em rotacao rapida: o empuxo 
dinamico e horizontal neste caso. A ideia nao alcancou muito sucesso na pratica. 

0 empuxo dinamico resuitante da combinacao 
de um escoamento uniforme com uma circulacao 
tambem e responsavel pela sustentacao dos avioes. 
Consideremos, para simplificar, um modelo "bidimen- 
sional" da asa de um aviao, conhecido como "aero- 
folio" (Fig. 2.22). Corresponde a um cilindro muito 
Figura 2.22 - Aerofolio \onqo, de pcrfil arredondado de um lado e afilado do 

outro, inserido num campo de escoamento inicialmente uniforme, de velocidade v 0 . Essa e a 
situacao tipica num tunel de vento, que Simula o deslocamento do aviao, com velocidade - v 0 , 
atraves da atmosfera em repouso (visto do referencial do aviao). 

A Fig. 2.23 mostra o aspecto das linhas de cor- 
rente do escoamento em torno do aerofolio, num 
piano de seccao transversal. A velocidade e maior na 
parte superior da asa do que na inferior (o ar tern uma 
distancia maior a percorrer por cima). Novamente, 
pela equacao de Bernoulli (fenomeno de Venturi), a 
velocidade maior de escoamento reduz a pressao na 

parte superior, e o empuxo dinamico E resultante 
Figura 2.23 — Empuxo dmamico Ar , 

5 ' sustenta o aviao. Note a analogia com o escoamento 

da Fig. 2.21(c): como naquele caso, ha uma circulacao em torno do aerofolio, de sentido horario. 
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(d) Conservacao da circulacao. Vortices 

Em lugar de considerar a circulacao C r ao longo de um circuito T fixo, podemos tambem 
considerar a circulacao ao longo de um circuito T t formado sempre das mesmas particulas 
fluidas, e que portanto varia com o tempo (dai o indice t), acompanhando o fluido no seu 
deslocamento. 

William Thomson (Lord Kelvin) demonstrou em 1869 o seguinte teorema: No escoamento 
de um fluido perfeito homogeneo sujeito apenas a forcas conservativas, tem-se 



lc r ,)=o 



(2.6.15) 




Nucleo 



ou seja, a circulacao ao longo de um circuito formado sempre das mesmas particulas fluidas se 
conserva. 

Este resultado, que nao poderemos demonstrar aqui, tern conseqiiencias importantes. 
Se um escoamento e irrotacional num dado instante t 0 , temos C Tb = 0 para qualquer circuito 
no fluido. A (2.6.15) mostra entao que, nas condicoes do teorema, o movimento permanece 
sempre irrotacional. Em particular, para um fluido perfeito homogeneo sujeito apenas a forcas 
conservativas, qualquer escoamento iniciado a partir do repouso e sempre irrotacional. 

Vortices (tambem conhecidos como turbilhoes ou 
redemoinhos) desempenham um papel importante 
nos escoamentos rotacionais. Combinando os escoa- 
mentos dos Exemplos 1 e 2 (pgs. 27-28), obtemos um 
modelo de um filete de vortice retilineo. E constituido 
por um nucleo cilindrico de raio r 0 , em que o fluido 
gira como um corpo n'gido, como no Exemplo 1, em 
torno do qual se toma o escoamento irrotacional de Figura 2.24— ftrf/ de vebddades 
circulacao constante (2.6.6), onde C r = 2ra|a) [cf. (2.6.5)1. A Fig. 2.24 mostra 0 perfil de velocida- 
des, linear na regiao do nucleo, onde v - (or, e proporcional a 1/r na regiao externa ao nucleo. 
0 escoamento so e rotacional na regiao do nucleo, e a circulacao em torno do filete e constante. 

Um anel de vortice (Fig. 2.25) pode ser pensado 
como um filete de vortice cilindrico que se enrola em 
forma de anel (toro). 0 fluido circula em torno do anel 
enquanto este se desloca, conforme ilustrado na Fig. 
2.24. Um exemplo bem conhecido de aneis de vortice 
sao os aneis de fumaca. 

0 teorema de Thomson e outros resultados ana- Rgura 225 ~ And ie vAmce 
logos devidos a Helmholtz mostram que, num fluido perfeito, filetes (em particular, aneis) de 
vortice, em seu deslocamento, sao sempre formados pelas mesmas particulas fluidas, e a 
circulacao em torno deles se conserva. Estes resultados estao relacionados com a lei de 
conservacao do momento angular. 




(e) Cn'tica da hidrodinamica classica 

A dinamica dos fluidos perfeitos, tambem conhecida como hidrodinamica classica, conduz a 
uma serie de resultados em flagrante contradicao com a experiencia. 

Consideremos, por exemplo, 0 problema de um cilindro introduzido num campo de 
escoamento inicialmente uniforme. Conforme ilustrado na Fig. 2.21 (a), a magnitude da velo- 
cidade de escoamento em tomo do cilindro esta distribuida simetricamente nao so em relacao 
ao piano horizontal que passa pelo centro, mas tambem em relagao ao piano vertical. Pela 
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equacao de Bernoulli, a distribuicao de pressoes em torno do cilindro tera tambem a mesma 
simetria. Logo, a resultante das forcas de pressao, que e a forca exercida pelo fluido sobre o 
cilindro, se anula* (nao so nao ha empuxo dinamico, mas tambem nao ha componente hori- 
zontal da forca). A mesma simetria, levando ao mesmo resultado, existe no escoamento em 
torno de uma esfera. 

No referencial em que o fluido a grande distancla esta em repouso, como vimos, estes 
escoamentos descrevem o deslocamento do cilindro (ou esfera) atraves do fluido. Logo, um 
fluido perfeito nao oferece resistencia a esse deslocamento. Este resultado e valido nao so 
para cilindros e esferas: pode-se mostrar que vale para o escoamento estacionario irrotacional 
de um fluido perfeito incompressivel em torno de qualquer obstaculo finito, o que constitui o 
paradoxo de d'Alembert. Um fluido real, naturalmente, sempre opoe resistencia ao desloca- 
mento de um corpo atraves dele! 

Vimos tambem que, num fluido perfeito sob a agao de forcas conservativas, qualquer 
movimento iniciado a partir de repouso e e permanece irrotacional. Num fluido real, nessas 
condicdes, e facil gerar vortices e outros movimentos rotacionais. 

A origem de todas essas contradicoes e a hipotese de que o fluido e perfeito, ou seja, tem 
viscosidade desprezivel. Vamos discutir agora, de forma extremamente sumaria, aiguns efeitos 
da viscosidade. 

2.7 — Viscosidade 

(a) Definicao da viscosidade 

Conforme foi mencionado na Secao 2.3, a viscosidade e uma forca volumetrica de atrito Memo 
que aparece no deslizamento de camadas fluidas umas sobre outras, dando origem a tensdes 
tangenciais. 

Consideremos uma camada de fluido contida 
entre duas placas planas paralelas de area A e espa- 
camento d (Fig. 2.26). A experiencia mostra que, se 
puxarmos a placa superior para a direita, exercendo 
uma forca constante F, ela se desloca com velocidade 
constante Vo, de modo que a resistencia viscosa do 
fluido e igual e contraria a F (por que?). 

E um fato experimental que um fluido real em 

^igura 2.26 - Escoamemo viscose contato com um s6,id ° Permanece em repouso em 

relacao a superficie de contato, de modo que e 
arrastado juntamente com ela. Assim, o fluido em contato com a placa superior se desloca 
tambem com velocidade v 0 . A placa inferior e o fluido em contato com ela permanecem em 
repouso. A experiencia mostra que, neste caso, a velocidade varia linearmente entre esses 
dois extremos no espaco entre as placas, ou seja, com o sistema de coordenadas indicado na 
Fig. 2.26, e F = Fi, 

v(y) = ^yi = v(y)i (2.7.1) 

O escoamento chama-se laminar, porque o fluido se desloca em camadas planas paralelas 
ou laminas, que deslizam umas sobre as outras (como as cartas de um baralho). 

A tensao tangencial F/A (forca por unidade de area) necessaria para manter o desloca- 




* Nao estamos levando em conta as forcas gravitacionais, que dao origem ao empuxo hidrostatico. 
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mento da placa superior com velocidade v 0 e dada pela lei de Newton da viscosidade 



(2.7.2) 



ou seja, a tensao e proporcional a taxa dc variagao espacial da velocidade (cf. Sec. 1.1). 

A constante de proporcionalidade ij chama-se coeticiente de viscosidade do fluido. A 
unidade SI de r\ e o N • s/m 2 , ou seja, Newton x segundo/m 2 . A unidade mais empregada na 
pratica e o centipoise (cp), dado por 

1 cp = 10" 2 poise = 1CT 3 N'S/m 2 

Para um liquido, rj e tanto maior quanto mais "espesso" o liquido, e geralmente diminui 
quando a temperatura aumenta. Para um gas, em geral, n aumenta com a temperatura. Valores 
tipicos a 20°C sao 77 = 1 cp para a agua, t) • 800 cp para a glicerina; para 0 ar tj ■= 1,8 x 10 -2 cp. 

0 escoamento descrito pela (2.7.1) e um escoa- 
mento rotacional, como e facil ver tomando a circula- 
cao ao longo do circuito retangular T da Fig. 2.27: os 
lados verticais 2 e 4 nao contribuem (porque v e per- 
pendicular a eles), e os lados horizontais, de com- 
primento i, dao C r - (v t - v 3 ) 1; como a velocidade v-i 
no lado 1 e maior que v 3 no lado 3, temos uma 
circulagao positiva no sentido horario. 

A Fig. 2.28 mostra o que acontece com uma 
particula fluida inicialmente de forma cubica durante 
o escoamento: a deformacao sofrida pelo fato de a 
velocidade ser maior em cima do que em baixo esta 

claramente associada a uma rotagao no sentido Figura 2.28 — Deformacao peb 
horario. escoamento 



Figura 2.27 — Circuito T 



(b) A lei de Hagen-Poiseuille 

Consideremos o escoamento de um fluido viscoso atraves de uma tubulacao cilindrica de 
seccao circular e raio a. Para velocidades de escoamento nao muito grandes, o escoamento e 
laminar, com velocidade maxima no centro do tubo e decrescente ate zero nas paredes: 
podemos imaginar o fluido decomposto em camadas cilindricas concentricas de espessura 
infinitesima que escorregam umas sobre as outras como tubos que se encaixam numa 
montagem telescopica. 

Em regime estacionario, o fluido se escoa atraves 
de uma porcao de comprimento J (Fig. 2.29) sob o 
efeito de uma diferenca de pressao p t -p 2 , onde p t e 
Pz sao as pressoes nas extremidades. Sobre um cilin- 
dro fluido coaxial de raio r atua uma forca (p] -p 2 ) m- 2 
devido a essa diferenca de pressao. Como a area da 
superficie lateral do cilindro e 2zir), essa forga provoca 

uma tensao tangencial distribuida sobre essa super- Figura 2.29 — escoamento viscoso num 
fide de valor tubo cilindrico 

F = ( Pl -p 2 )ffl- 2 Jp^-Pz) f27 
A 2iri 21 1 ' 
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A velocidade v de escoamento a uma distancia r do eixo so depende de r, v = v (r) e temos 
dv/dr < 0, de modo que a lei de Newton (2.7.2) fica 



_F__ dv 

A' V dr 



(2.7.4) 



Identificando as (2.7.3) e (2.7.4), vem 

dv _ 

dr ' 



(Pi -Pa) 

2J7J 



Integrando ambos os membros em relacao a r de urn dado valor ate a, e lembrando que 
a velocidade se anula nas paredes (v (a) = 0), vem 



f j^dr' = f dv = v{a) - v(r) = -v(r) = - (ft ~ Pz 1 
J dr' J '-3-' 2Jt) 



Jr'dr' = 



(P1-P2) 
21ij 



ou seja 



F/gura 2.3(7 — PerfiV parabolko 



Figura 2.31 — Calculo da vazao 
vem 



v(r)= (PLZiil (a2 _ r2) 
4h) 



(2.7.5) 




0 grafico de v (r) em funcao de r e uma parabola 
(Fig. 2.30): diz-se que o perfil de veiocidades e 
parabdlico. 

Para calcular a vazao total V (Secao. 2.2), ou seja, 
o volume que se escoa por unidade de tempo atraves 
da seccao do tubo, consideremos primeiro a contri- 
buicao dV associada a porgao compreendida entre 
dois cilindros de raios rer + dr (Fig. 2.31). A area do 
anel circular correspondente e 2w dr, e a (2.7.5) da 

dV = v(r) ■ 2jtrdr = ^EizMtf _ r 2 )rdr 
2Ii) 

onde usamos a (2.7.5). Integrando entre r = 0 e r = a, 



2M J 



ou seja, 



V-- 



8ij 



Pi~P 2 
J 



(2.7.6) 



A vazao e portanto proportional a queda de pressao por unidade de comprimento, 
inversamente proportional ao coefitiente de viscosidade e varia com a quarta potentia do raio 
do tubo. 

A (2.7.6) e a lei de Hagen-Poiseuille, obtida experimentalmente por Hagen e Poiseuille 
entre 1839 e 1846 (Poiseuille, que tambem era medico, estava investigando o escoamento do 
sangue atraves de um capilar). Uma de suas aplicacoes praticas importantes e para medir o 
coeficiente de viscosidade ij determinando a vazao atraves de um tubo, em regime de escoa- 
mento laminar. 
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(c) Discussao qualitativa dos efeitos da viscosidade 

No escoamento de um fluido perfeito, nada impede que ele deslize sobre um solido com 
velocidade tangential nao nula. E o que sucede, por exemplo, no escoamento em torno de um 
cilindro, representado na Fig. 2.21 (a). 

Para um fluido real, a viscosidade nao permite esse deslizamento: como vimos, na 
superfine de contato com o solido, o fluido tern de estar em repouso em relacao a ele. 

Para um fluido de viscosidade pequena, como a agua, a acao da viscosidade confina-se 
geralmente a uma camada muito delgada junto a superficie do obstaculo (de espessura muito 
menor do que as dimensoes do obstaculo). Nesta camada limite, cuja existencia foi sugerida 
por Prandtl em 1904, a velocidade varia rapidamente, desde um valor nulo, junto a parede, 
ate um valor caracteristico do escoamento, no seio do fluido. 

Esta variacao da magnitude da velocidade transversalmente a direcao do escoamento 
representa um escoamento rotational dentro da camada limite, conforme vimos na pag. 33. 
Para velocidades de escoamento suficientemente baixas, a camada limite permanece colada 
ao obstaculo. O escoamento fora dela, com muito boa aproximacao, continua sendo irrotacional 
e praticamente identico ao de um fluido perfeito. Nessa regiao, a hidrodinamica classica pode 
ser aplicada, o que a justifica e define o seu dominio de validade. 

Para velocidades de escoamento mais elevadas, 
a camada limite se "descola" do obstaculo, em pontos 
como A e B na Fig. 2.32, e forma-se uma esteira (regiao 
A B C da figura), onde aparecem vortices, trazendo 
um refluxo em direcao ao obstaculo. 

Continuando a aumentar a velocidade de escoa- 
mento, verifica-se que os vortices se destacam e co- 
mecam a ser arrastados pelo fluido. A medida que 
isto acontece, novos vortices se formam na esteira do obstaculo e vao-se destacando por seu 
turno, criando fileiras de vortices atras do obstaculo. 0 regime de escoamento deixa de ser 
estacionario. 

Para velocidades ainda maiores, o escoamento na esteira do obstaculo toma-se turbulento: 
o movimento e extremamente irregular e aparentemente caotico; as linhas de corrente se 
emaranham e variam a cada instante. 

Por uma mudanca de referencial, podemos aplicar estes resultados para discutir o 
deslocamento do obstaculo atraves do fluido. A resistencia oposta pelo fluido a este des- 
locamento depende do regime de escoamento Para baixas velocidades, antes do descolamento 
da camada limite, a resistencia provem do atrito na camada limite, e e proporcional a velocidade 
v e ao coeficiente de viscosidade i). 

Para velocidades mais elevadas, quando se forma a esteira com vortices, a resistencia e 
dominada pela assimetria na distribuicao de pressoes entre as partes dianteira e traseira do 
obstaculo. Na parte dianteira, ha um ponto de estagnagao (ponto 0 na Fig. 2.32), e, como no 
tubo de Pilot (cf. (2.5. 2)), a pressao dinamica aumenta 
por um termo proporcional a v 2 , o que nao acontece 
na esteira do obstaculo. A resistencia toma-se entao 
proporcional a v 2 (1, Secao 5.2). 

Um corpo de forma aerodinamica arredondado 
na parte dianteira e afilado na traseira, como um peixe 
ou uma asa de aviao, da origem a um escoamento 

estacionario, em que as linhas de corrente acompa- Figura 2.33 — Escoamento em torno de 
nham a forma do corpo (Fig. 2.23), sem descolamento uma asa de aviao 




Figura 232 — Esteira com vortices 
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da camada limite, o que minimiza a resistencia oposta pelo fluido ao deslocamento do corpo. 

No caso de uma asa de aviao (Fig. 2.33), a descontinuidade na direcao da velocidade 
entre linhas de corrente que passam por cima e por baixo da origem a um enrolamento da 
linha de corrente que passa pela ponta afilada, gerando vortices. A circulacao ao longo de 
um circuito ABCD suficientemente distante para que o fluido possa ser tratado como 
perfeito era inicialmente nula, e permanece nula pelo teorema de Thomson (2. 6. 15). Na porcao 
E B C F que envolve o vortice (Fig. 2.33), ha uma circulacao anti-horaria. Logo, cria-se assim 
uma circulacao horaria no circuito A E F D que envolve a asa, dando origem ao empuxo 
dinamico que sustenta o peso do aviao. A resistencia ao deslocamento e compensada pela 
tracao do motor. 

0 tratamento teorico de muitos dos problemas aqui descritos e extremamente dificil e 
encontra-se ainda incompleto. Em particular, estamos longe de ter uma compreensao 
satisfatoria do mecanismo de aparecimento da turbulencia e do regime turbulento, embora 
haja importantes progressos recentes nesse sentido. 



PROBLEMAS DO CAP1TULO 2 

1 . Um tanque de grandes dimensoes contem agua ate a altura de 1 m e tern na sua base um 
orificio circular de 1 cm de diametro. O fator de contracao da veia liquida que sai pelo 
orificio e 0,69 [Secao 2.5 (a)]. Deseja-se alimentar o tanque, despejando agua continua- 
mente na sua parte superior, de forma a manter constante o m'vel da agua no tanque. 
Calcule a vazao de agua (em 1/s) necessaria para este flm. 

2. Um reservatorio de paredes verticals, colocado sobre um terreno horizontal, contem 
agua ate a altura h. Se abrirmos um pequeno orificio numa parede lateral, (a) A que 
distancia maxima d da parede o jato de agua que sai pelo orificio podera atingir o chao? 
(b) Em que altura deve estar o orificio para que essa distancia maxima seja atingida? 

3. Um reservatorio contem agua ate 0,5 m de altura e, sobre a agua, uma camada de oleo de 
densidade 0,69 g/cm 3 , tambem com 0,5 m de altura. Abre-se um pequeno orificio na base 
do reservatorio. Qual e a velocidade de escoamento da agua? 

4. Um tubo contendo ar comprimido a uma pressao de 1,25 atm tern um vazamento atraves 
de um pequeno orificio em sua parede lateral. Sabendo que a densidade do ar na atmosfera 
e de 1,3 kg/m 3 , calcule a velocidade de escapamento do ar atraves do orificio. 

5. Um modelo aproximado da camara de combustao de um foguete e um recipiente contendo 
gas que se mantem a uma pressao constante p, com um orificio pelo qual o gas escapa 
para o exterior, onde a pressao e p 0 < p. Tratando o gas como um fluido incompressivel, 
demonstre que o empuxo resultante sobre o foguete (1, Secao 8.5) e igual a 2A (p - p 0 ), 
onde A e a area do orificio. 

6. Um tanque de agua encontra-se sobre um car- 
rinho que pode mover-se sobre um trilho hori- 
zontal com atrito desprezivel. Ha um pequeno 
orificio numa parede, a uma profundidade h 
abaixo do nivel da agua no tanque (Fig. P.l). A 
area do orificio e A (despreze o fator de contragao 
da veia liquida), a massa inicial da agua e M 0 e a 
massa do carrinho e do tanque e m 0 . Qual e a F 'S" m 
aceleracao inicial do carrinho? 
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7. Uma ampulheta e formada, de cada lado, por urn 
tronco de cone circular de altura ft - 10 cm, raio 
da base maior R = 10 cm e raio da base menor r = 
0,1 cm. Apos enche-la de agua ate a metade, ela 
e invertida (Fig. P.2). (a) Calcule a velocidade 
initial de descida do nivel da agua; (b) Calcule a 
velocidade de descida do m'vel depois de ele ter 
baixado de 5 cm; (c) Que forma deveria ter a 
superficie lateral (de revolucao) da ampulheta 
para que o nivel da agua baixasse uniformemente 
(relogio de agua)? 

8. Um filete de agua escorre verticalmente de uma 
torneira de raio a, com escoamento estacionario 
de vazao Q. Ache a forma do jato de agua que 
cai, determinando o raio p da seccao transversal 
em funcao da altura z de queda (Fig. P.3). 









h 











Figura P.2 




Figura P.3 



10. 



Dois tubinhos de mesmo diametro, um retilineo 
e o outro com um cotovelo, estao imersos numa 
correnteza horizontal de agua de velocidade v. A 
diferenca entre os m'veis da agua nos dois tubi- 
nhos e ft = 5 cm (Fig. P. 4). Calcule v. 



A Fig. P. 5 ilustra uma variante do tubo de Pitot, 
empregada para medir a velocidade v de escoa- 
mento de um fluido de densidade p. Calcule v em 
funcao do desnivel ft entre os dois ramos do 
manometro e da densidade p f do fluido mano- 
metrico. 















j ■ 





Figura PA 




Figura P.5 



Um medidor tipo Venturi e inserido numa tubu- 
lacao inclinada de raio R, onde se escoa um fluido 
de densidade p. 0 estreitamento tem raio r e os 
ramos do manometro sao inseridos em pontos 
de alturas z t e z 2 (Fig. P. 6); o liquido manometrico 
tem densidade p f . Calcule a vazao Q do fluido na 
tubtilaf ao em fungSo destes dados e do desnivel 
ft entre os dois ramos do manometro. 




Figura P.6 
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12. Um sifao e estabelecido aspirando o liquido do 
reservatorio (de densidade p) atraves do tubo 
recurvado ABC e fazendo-o jorrar em C, com 
velocidade de escoamento v. (a) Calcule v em 
funcao dos parametros da figura P.7. (b) Calcule 
a pressao nos pontos A e B. (c) Qual e o valor 
maximo de ii 0 para o qual o sifao funciona? 



Figura P.7 

13. Petroleo de densidade 0,85 g/cm 3 e viscosidade 1 poise e injetado, a pressao de 5 atm, 
numa extremidade de um oleoduto de 20 cm de diametro e 50 km de comprimento, 
emergindo na outra extremidade a pressao atmosferica. (a) Calcule a vazao em litros/dia; 
(b) Calcule a velocidade de escoamento ao longo do eixo do oleoduto. 

14. Um aviao tern uma massa total de 2.000 kg e a area total coberta por suas asas e de 30 m 2 . 
O desenho de suas asas e tal que a velocidade de escoamento acima delas e 1,25 vezes 
maior que abaixo, quando o aviao esta decolando. A densidade da atmosfera e 1,3 kg/m 3 . 
Que velocidade minima (em km/h) de escoamento acima das asas precisa ser atingida 
para que o aviao decole? 

15. Para o escoamento com circulacao constante definido pela (2.6.6), demonstre que, num 
piano horizontal, a pressao p varia com a distancia r ao eixo com uma taxa de variacao 
dada por dp/dr= pv^/r, onde pea densidade do fluido. Interprete este resultado. Obtenha 
p como funcao de r a partir desta equacao e explique o resultado obtido. 
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3,1 — Introducao 

Neste capitulo e nos que se seguem, vamos abordar o estudo de oscilacoes e ondas, fenomenos 
de importancia fundamental na fisica. As oscilacoes correspondem a vibracoes localizadas, 
ao passo que ondas estao associadas a propagacao. 

Oscilacoes sao encontradas em todos os campos da fisica. Exemplos de sistemas 
mecanicos vibratorios incluem pendulos, diapas5es, cordas de instrumentos musicais e colunas 
de ar em instrumentos de sopro. A corrente eletrica alternada de que nos servimos e oscilatoria, 
e oscilacoes da corrente em circuitos eletricos tern inumeras aplicacoes importantes. 

Um pendulo desviado da posicao de equilibrio e depois solto fornece urn exemplo de 
oscilagoes livres, em que o sistema, apos ser estabelecida a configuracao inicial, nao e submetido 
a forcas externas oscilatbrias, e estabelece seu proprio periodo de oscilacao, determinado 
pelos parametros que o caracterizam. Se submetermos o pendulo a impulsos externos 
periodicos, teremos uma oscilagao forgada, em que e preciso levar em conta tambem o periodo 
das forcas externas e sua relacao com o periodo proprio das oscilacoes livres do sistema. 

Os sistemas oscilantes mais simples, que 
estudaremos inicialmente, tern apenas um grau de 
liberdade, ou seja (conforme 1, Secao 11.1), sao 
descritos por uma unica coordenada, por exemplo o 
angulo de desvio do pendulo em relacao a posipao 
vertical de equilibrio. 

Ja vimos de forma qualitativa no curso anterior 
(1, Secao 6.5) como surgem oscilacoes periodicas no 
movimento unidimensional sob a acao de forcas 
conservativas, associadas a uma energia potencial 
UM. Num entorno de uma posicao de equilibrio 
estavel, U (x) tem a forma de um "poco de potencial", 
com um minimo na posicao de equilibrio, que pode 
ser tomada como origem 0 (Fig. 3.1). Para uma dada 
energia E, a particula oscila periodicamente entre os 
pontos de retorno x, e x 2 . A Fig. 3.1 tambem mostra o 
grafico da forca F (x), dada por 





U(x) 








\ 








K 






X 


-A 0 


A x. 




(3.1.1) 



Figura 3. 1 — Energia potencial U e forca F 
num movimento osalatorio 
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Vimos tambem que; para pequenos desvios da posicao de equilibrio estavel, o grafico de 
F (x) e aproximadamente linear. Assim, na Fig. 3.1, para- A < x< A, temos aproximadamente 

| FU) — Jbf | (3.1.2) 

ou seja, a forca restauradora, que tende a fazer a particula voltar a posicao de equilibrio 
(k>0), obedece aproximadamente a lei deHooie (conformel, Sccocs 5.2 c 6.3). Corresponden- 
temente, U (x) pode ser aproximado nessa regiao por [1, (6.4.5)1 



U(x) = -ix 2 



(3.1.3) 



ou seja, num entorno suficientemente pequeno de um minimo, podemos aproximar U (x) por 
uma parabola. Note que a (3.1.2) se obtem da (3.1.3) por derivacao, de acordo com a (3.1.1). 

Um exemplo simples e o sistema constituido por 
uma massa m suspensa verticalmente por uma mola. 
A Fig. 3.2 (a) mostra a posicao de equilibrio estavel, 
em que a forca devida a distensao da mola equilibra o 
peso. Em (b), a mola foi esticada, sofrendo um deslo- 
camento X\ > 0 em relapao ao mvel de equilibrio esta- 
vel correspondente a x = 0. Em (c), ela foi comprimida, 
com um deslocamento x 2 < 0. A forca restauradora e 
dada pela (3.1.2), onde k e a constante da mola. 

A equacao de movimento correspondente e 
mx = FM = -kx (3.1.4) 



(a) 
Equilibrio 




figura 3.2 — Massa e mola 



ou seja, 



d^x 
= dt 2 = 



(3.1.5) 



onde 



(3.1.6) 



0 sistema dinamico descrito pela equacao de movimento (3.1.5) chama-se oscilador 
ijarmdnico (unidimensional). A discussao precedente mostra que, para pequenos desvios de 
uma posicao de equilibrio estavel, qualquer sistema com um grau de liberdade deve obedecer, 
com boa aproximagao, a esta equacao de movimento. Esta grande generalidade de aplicacao 
e uma das razoes da importancia fundamental do oscilador harmonico, 

A restrigao a pequenos desvios e importante. Para desvios maiores, tendem a aparecer 
correcdes nao-Imeares (termos adicionais proporcionais a x 2 , x 3 , ...) na lei de forcas (3.1.2) 
(conforme Fig. 3.1). Assim, se passarmos do limite elastico de uma mola, ela nao retorna a 
posicao de equilibrio: produzem-se deformacdes permanentes. Nao vamos considerar as 
oscilacoes nao4ineares, que dao origem a efeitos mais complicados. 



3.2 — Oscilacoes harmonicas 
(a) Solucoes 

0 movimento de um oscilador harmonico chama-se movimento harmonico simples (MHS). 
Para obter a lei horaria do MHS, temos de resolver a equacao de movimento (3.1.5) em relacao 
a funcao incognitax (t). A (3.1.5) e uma equacao diferencial ordinaria parax (t), porque contem 
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derivadas de x em relagao a t. Ela e de 2? ordem, porque a derivada mais elevada que aparece 
e a 2 a . 

Em 1, Sec. 2.5, ja resolvemos uma equagao diferencial ordinaria de 2? ordem, a equagao 
do movimento retilineo uniformemente acelerado 

d E x 

— - = a = constante (3.2.1) 
dt 2 

Vimos que, integrando ambos os membros em relagao a t, obtemos a lei de variacao da 
velocidade, 



rd_x dt= dx =v(t) _ v(0)=a r dt=at 

J . df 2 dt „ — J 



dx 

ouseja, v(t) = — = v 0 + at 



onde v 0 e a velocidade initial Integrando novamente em relagao a t 
t , t i 

j~df = [4 = x(t)-xim = v 0 j'dr' + aJVdt' = v 0 t+iat 2 

0 JCb 0 0 

ou seja, finalmente, sendo x 0 a posicao inicial, 



x(t) = x 0 + v„t+-at 2 (3.2.2) 

Este resultado familiar ilustra o fato de que a solugao geral de uma equagao diferencial 
ordinaria de 2? ordem depende de duas constantes arbitrarias, que na (3.2.2) correspondent as 
condicoes iniciais 

fx(0) = x 0 (3.2.3) 

F|(0) = v(0) = v ei (3.2.4) 

Poderiamos tambem ter reconhecido que 

x(t) = A + Bt + ^at 2 (3.2.5) 

e solucao da (3.2.1) quaisquer que sejam as constantes A e B; logo, e a solugao geral, por 
conter duas constantes arbitrarias ajustaveis independentemente. Os valores de A eB poderiam 
entao ser obtidos seja dando as condicoes iniciais (3.2.3) e (3.2.4), seja dando outras duas 
condicdes equivalentes, como por exemplo os valores x (fj e x (t 2 ) de x (t) em dois instantes 
diferentes f, e t 2 . 

Para resolver uma equagao diferencial mais geral, como a (3.1.5), dadas as condigoes 
iniciais, podemos sempre procurar solugoes aproximadas por metodos numericos. Na pratica, 
isto se faz efetivamente com o auxilio dc computadores. Para At suficientemente pequeno, 
podemos aproximar 
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^W = f [x(t + At)-x(t)l 
dt At 

Logo, partindo de t = 0 , onde sao dadas as (3.2.3) e (3.2.4), obtemos 
x(At) = x(0) + A(^-(0) = x 0 + v 0 At 



(3.2.7) 



(3.2.8) 



^(At) = ^(0) + At ■ ^ (0) = v 0 - a, 2 x„At 
dt dt dt 



(3.2.9) 



onde usamos tambem a equacao diferencial (3.1.5). As (3.2.8) e (3.2.9) definem um novo par 
de "condicoes iniciais", mas agora no instante At. 

dx 

Repetindo o mesmo processo, obteriamosx e — no instante 2At, e assim sucessivamente. 

Num grafico de x em funcao de t, unindo os pontos assim obtidos x (0), x (At), x (2At), . . . 
por segmentos de reta, obtem-se uma poligonal, que se aproxima tanto mais da curva solucao 
x (t) quanta menor o intervalo At. 

A Fig. 3.3 mostra o aspecto qualitativo da solucao 
aproximada obtida desta forma (tomamos x 0 > 0, 
v 0 > 0). 

A (3.1.5) se escreve 



X 






















0 


At 2At V 





_d (dx 
dt{dt 



(3.2.10) 



Figura 33 — Resoh 



u^'to nimicnoi 



Logo, para x > 0, o coeficiente angular dx/dt da 
tangente a curva decresce quando passamos de t a 
t+ At: a declividade diminui, passa pelo zero (tangente 
horizontal) e depois torna-se negativa e crescente em 
valor absoluto. 

Por conseguinte, enquanto esta acima do eixo das abscissas, a curva e concava para bai- 
xo; quando passa para baixo do eixo (x < 0), e o contrario: a concavidade fica voltada para 
cima. Isto caracteriza o comportamento osrilatdrio. A (3.2.10) tambem mostra que a curvatura 
e tanto mais acentuada quanto maior for |x|. 

O grafico aproximado lembra uma senoide, sugerindo considerar solucoes do tipo 
sen(ct), cos(ct), onde c e uma constante a ser ajustada. Temos: 



— [sen(ct)] = ccos(ct) \ -^-[sen(ct)] = -c^sentct) 



dt 4 



[cos(cf)] = -c sen(ct) 



dt' 



-[cos(ct)J = -c 2 cos(ct) 



Logo, tomando c = m, obtemos as seguintes solucoes da (3.1.5): 



x,(t) 


= COS(lBf) 


x 2 (t) 


= sen(at) 



(3.2.11) 
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(b) Linearidade e prindpio de superposkao 

A (3.1.5) e iima equacao diferencial linear, ou seja, so content termos lineares na funcao incognita 

e suas derivadas: nao comparecem termos em x 2 , X s (dx/dr) 2 (cfix/df) 3 A equacao 

diferencial linear de 2." ordem mais geral e da forma 

A^f + B^ + Cx = F (3.2.12) 

dt 2 dt 

onde os coeficientes A, B, C e F nao dependem de x, mas poderiam, em geral, depender de t. 
Na (3.1.5), esses coeficientes sao constantes. Alem disso, a (3.1.5) e uma equacao nomogenea, 
ou seja, com 

F = 0 (3.2.13) 

Qualquer eguapao diferencial linear de 2.* ordem homogenea tem as seguintes propriedades 
fundamentals, cuja verificacao e imediata: 

(i) Se Xi(0 e x 2 (t) sao solucoes, x,(f) + x z (f) tambem e. 

(ii) Se x(t) e solug ao, ax(t) (a = constante) tambem e. 

Note que estes resultados nao seriam validos para equacoes nao-lineares: por exemplo, 
se o 2° membro da (3.1.5) fosse proporcional a x 2 em lugar de x (verifique!). 

Combinando (i) e (ii), vemos que, se x t (t) e x 2 (t) sao solucoes, qualquer combinagao linear 
x(r) = ax,(t) + bx 2 (f) (3.2.14) 
onde a e b sao constantes arbitrarias, e solucao. 

Este resultado e uma forma do prindpio de superposigao. Resultados analogos valem 
para equacoes diferenciais lineares de ordem qualquer, como e facil ver. 

Uma consequencia imediata e que, se x,(t) e x 2 (t) sao duas solucoes independentes, ou 
seja, sex 2 (t) nao e multipla dex,(t), a (3.2.14) e a solucao geral, pois depende de duas constantes 
arbitrarias a e b (se x 2 (t) fosse multipla de x,(t), x 2 (r) = cx,(t), a ( 3.2.14 ) ficaria: x(t) = (a + be) x,(f) 
= dx,(t), ou seja, so teriamos uma constante efetivamente ajustavel]. 

Aplicando a (3.2.14) a (3.2.11), obtemos a forma geral das oscilagdes livres do oscilador 
harmonico: 



| x(f) = acos(ti)f) + b sen(atl] (3.2.15) 
o que tambem podemos escrever de outra forma equivalente: 



| x(f) = Acos(fl)t + <p) | (3.2.16) 
onde as duas constantes arbitrarias passam a ser A e <p. 

E facil obter a relacao entre essas duas formas de escrever a solucao. Como cos (<ot+ q>) = 
cos {(of) cos <p - sen (cot) sen <p, vem 



|a = Acosy, b = -Asenip (3.2.17) 
Inversamente, dados a e b, podemos obter A e <p. 



A = i/a 2 + b i 

a b 
cos<p = -j= sentp = — . 

u+b z u7i 



.2 



(3.2.18) 
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o que determina if a menos de um miiltiplo de Ik, ou seja, de forma consistente com a (3.2.16), 
onde if so e definido a menos de um miiltiplo de 2x. 



(c) lnterpretacao fi'sica dos parametros 

Pela (3.2.16), vemos que x (f) oscila entre os valores extremos - A e A (conforme Fig. 3.1). 
Logo, A = |x(t)| m ax = amplitude de oscilacao. 

Como cos (or + if) e uma funcao periodica de cut de periodo 2%, vemos que o periodo de 
oscilacao e 



2jt 
ft) 



(3.2.19) 



onde v, a freqiiencia de oscilacao, se mede em ciclos por segundo ou hertz (Hz). A grandeza 
ai = 2jtv chama-se freqiiencia angular e se mede em rad/s ou simplesmente s _t . O argumento 
do co-seno na (3.2.16), 

\6 = ot + f 1 (3.2.20) 

chama-se fase do movimento, eipea constante de 
fase ou fase inicial (valor da fase para t = 0). 

A Fig. 3.4 mostra o efeito de variar (p mantendo 
constantes os demais parametros: desloca a curva 
como um todo, comecando num ponto diferente. Diz- 
se que a oscilacao com <p = nil (90°) esta em quadratura 
em relafao a if = 0: quando |x| e maximo numa, e nulo 
na outra. A oscilacao com ip = n (180°) esta em 
oposicao de fase em relacao a if = 0: os valores de x 
em instantes correspondentes sao iguais e contra- 
rios. 

Note que, pelas (3.2.19) e (3.1.6), o periodo de 
oscilacao e independente da amplitude, o que, con- 
forme veremos depois, deixa de valer para oscilacoes 
nao-lineares. A (3.1.6) se escreve 




w = k I m 



(3.2.21) 



Figura 3A— Variacao da fase inicial 

m 2 _ [ forca restauradora por unidade de 1 
(deslocamento e por unidade de massaj 



Como k = \F/x\ pela (3.1.4), isto equivale a 

(3.2.22) 



o que vale para sistemas vibrantes em geral: quanto maior a forga restauradora por unidade 
de deslocamento do equilibrio e quanto menor a inercia (massa) , mais rapidas sao as oscilapSes. 



(d) Ajuste das condkoes iniciais 

A (3.2.16) da 

| x(t) = v(t) = -mAsen[at + <p)] (3.2.23) 
de modo que, para satisfazer as condicoes iniciais (3.2.3) e (3.2.4), devemos ter 



3.2 - OSCILACOES HARMONICAS 45 



Acos(p = x 0 
(oA senip = v 0 

Comparando com as (3.2.17), podemos escrever a solucao sob a forma (3.2.15): 



(3.2.24) 



x(t) = x 0 cos(ftt) + iisen(o)t) 



Tambem podemos determinar A e <p a partir das (3.2.24): 

A = 



(3.2.25) 



(3.2.26) 



cosf> = x 0 /A, senij) = -v 0 /(ftiA) (3.2.27) 
onde, nas (3.2.27), A e dado pela (3.2.26). Em particular, quando o oscilador e solto em repouso, 
3 {3.2.26} ds A — \xq\ rt1 



Como cos 



seja, o deslocamento inicial da a amplitude de oscilacao. 
= - sen 6, vemos, comparando 



a (3.2.23) com a (3.2.16), que a velocidade do oscilador 
esta adiantada de nil em relacao ao deslocamento (Fig. 
3.5), ou seja, esta em quadrature com ele. Quando 
|x| = A (deslocamento maximo), a velocidade e nula: 
sao os pontos de inversao; quando a particula passa 
pela posicao de equilibrio (x = 0), a velocidade tern 
magnitude maxima. 



A 
0 
-A 

wA 
0 

-wA 


a 1 q> = 0 . 


















T> 












i V 





Figura 3.5— Deslocamento e velocidade 



(e) Energia do oscilador 

Pela (3.2.23), a energia cinetica do oscilador no instante t e 



1 1 

T(t) = -mi (t) = -mffl 2 A 2 sen 2 (ait+5 



e, pelas (3.13) e (3.2.16), a energia potencial e 



um 



■ -^kx 2 = -^moi 2 x 2 = ^m(B 2 A 2 cos 2 (o)t+<p) 



onde utilizamos tambem a (3.2.21). 

Somando membro a.membro, obtemos a energia total £, que se conserva: 



1 -2 1, 2 
-mx +-kx 2 



-mm A = constante 



(3.2.28) 



(3.2.29) 



(3.2.30) 



Vemos que a energia total e proporcional ao quadrado da amplitude, e tambem ao 
quadrado da freqiiencia. 

A Fig. 3.6 mostra os graficos de U{t)eT (t) durante um periodo de oscilacao, corres- 
pondentes as curvas de x(t) e v(t) da Fig. 3.5. Nos instantes em que o oscilador passa pela 
posicao de equilibrio, a energia e puramente cinetica; quando a magnitude do deslocamento 
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e maxima, ela e puramente potencial (no exemplo da 
pg. 40, fica armazenada na mola). Em instantes inter- 
mediaries, as contribuicoes a energia oscilam entre 
esses dois extremos. 

0 valor medio de uma funcao /(t) num intervalo 
0 < t < t e definido por 



Figura 3.6 Valores medios deleU 



(3.2.31) 



Se subdividirmos o intervalo em N partes iguais, e facil ver que / e o limite da media 
aritmetica de/nos pontes de subdivisao quando N -><*>. Decorre imediatamente desta definicao 
que 

L/M-/] = o (3 - 2,32) 

Como as curvas de T(t)eU it) na Fig. 3.6 sao simetricas em torno de Ell (tern a mesma 



i acima e abaixo dessa ordenada), temos 



T =V = -E = -ma> 2 A 2 
2 4 



(3.2.33) 



ou seja, a energia cinetica media porperiodo e igual a energia potencial media porperiodo, 
valendo portanto metade da energia total. 
Tambem decorre das (3.2.28) a (3.2.30) que 



1=14—1 =E-UM = -mm 2 {A 2 -x 2 ) 

z:\dtl 2 



(3.2.34) 



o que, para uma energia total dada, define a energia cinetica como funpao da posicao do 
oscilador. 

Como o grafico de U (x) e uma porgao de para- 
bola entre - A e A, o grafico de T (x) e uma porcao de 
parabola invertida (Fig. 3.7); maximos de U sao zeros 
de T e vice-versa. 

A (3.2.34) tambem da a velocidade instantanea 
em funcao de x: 




dx 
' dt ' 



±(o-Ia c -x c 



(3.2.35) 



onde o sinal depende da porcao do ciclo de oscilacao 
considerada. 

Ja vimos em 1, Secao 6.6, que a (3.2.35) pode ser diretamente integrada para dar a lei 
horaria x = x (t). 0 resultado la obtido, x{t)-A sen [tit + ft,), e equivalente a (3.2. 16), bastando 



figura 1.7 — U e Tcm funoio de x 



fazer % = <p + — e notar que sen 0 + — I = cos i 
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3.3 — Exemplos e aplicacoes 

Como vimos, praticamente qualquer sistema conservativo com um grau de liberdade, na 
vizinhanca de uma posicao de equili'brio estavel, se comporta como um oscilador harmonico, 
de modo que a variedade de exemplos e muito grande. Uma ilustracao simples ja vista e uma 
massa presa a uma mola (pag. 40). Vamos considerar agora outros exemplos e aplicacoes 
praticas. 



(a ) O pendulo de torcao 

Consideremos uma barra horizontal suspensa em 
equili'brio, por um fio vertical (Fig. 3.8). Se defletirmos 
a barra, no piano horizontal, de um pequeno angulo 
em relacao a posic ao de equili'brio, a lei de Hooke para 
a torcao do fio diz que ele reage com um torque 
restaurador proporcional ao angulo de torcao: 



(3.3.1) 



-Kq> 




onde Keo modulo de torcao do fio, que depende do 
seu comprimento, diametro e material, e o sinal 
negative como na (3.1.2), indica que o torque e no 
sentido de trazer o sistema de volta a posicao de 
equili'brio. 

SeJeo momento de inercia da barra em relacao ao eixo vertical, a equacao de movimento 
e (l, Secao 12.1) 



Hgun 3.8 — Pendulo de torcao 



ou seja, peia (3.3.1), 



onde 



x = la = lip 



ip + co ip = 0 



(3.3.2) 



(3.3.3) 



(3.3.4) 



que e da forma (3.2.22) [of = torque restaurador por unidade de deslocamento angular e de 
momento de inercia). 

Sistemas deste tipo sao empregados em instrumentos de laboratorio muito sensiveis, 
como a balanga de torcao utilizada na experiencia de Cavendish (1, Sec. 10.8) e o galvanometro. 
Nas oscilacoes do volante de um relogio, o torque restaurador provem de uma mola espiral. 





0 




t 

i V 


J 











(b ) O pendulo simples 

O pendulo simples consiste numa massa m suspensa 
por um fio ou haste de comprimento 1 e massa des- 
prezivel (Fig. 3.9). A massa m move-se sobre um 
circulo de raio I sob a acao do peso mg e da tensao ST. 
Decompondo a aceleracao em componentes tangen- 
tial e radial (1, Secao 3.8), as equacoes de movimento 
sao, para um angulo de desvio 8 em relagao a posi- 
cao vertical de equili'brio, 
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-mi 



dt 



,d d 6 



- mg cos 0 — 2T 



ma, = ml — - = -mg senfl 

dt 

A componente tangencial (3.3.6) da a equacao de movimento do pendulo simples 



d 2 8_ g 



tit 1 



sen ft 



(3.3.5) 
(3.3.6) 

s 

(3.3.7) 



e a componente radial (3.3.5) permite obter a tensao 5"uma vez resolvida a equacao de movi- 
mento. 

Medindo o angulo 9 em radianos, temos, para angulos 9 pequenos, 

| fl«l=> senft~fl | (3.3.8) 

Por exemplo, para ft= 0,1745 rad (=10°), temos sen 9= 0,1736, de modo que a (3.3.8) ainda 
e valida com erro relativo da ordem de 0,5%. Logo, para pequenos desvios da posicao de 
equilibrio estavel, a (3.3.7) se reduz, como deveria, a equacao de oscilacao harmonica 



9 + ^-0 = 0 



(3.3.9) 



o que da \(o z = gll\ (3.3.10) 

Como -mgflea forca restauradora para urn pequeno deslocamento 19, a (3.3.10) e da 
forma (3.2.22). 

Pela (3.2.19), o periodo Tdas pequenas oscilagoes do pendulo e 



(3.3.11) 



O fato de que r e independente da amplitude de oscilacao (desde que esta permaneca 
pequena) constitui o isocronismo das pequenas oscilagoes do pendulo, descoberto por Galileu 
(1, Secao 1.7). Galileu tambem menciona em "Duas Novas Ciencias" que "os tempos de vibracao 
de corpos suspensos por fios de comprimentos diferentes estao entre si como as raizes 
quadradas dos comprimentos dos fios". Vimos tambem (1, Secao 13.7) que Newton verificou 
com precisao a igualdade entre massa inercial e massa gravitacional medindo os periodos de 
pendulos simples: no 1.° membro da (3.3.6), m e a massa inercial; no ultimo membro, e a 
massa gravitacional. 

A energia cinetica do pendulo e 



T = -mv 
2 



2 dt 



(3.3.12) 



Tomando como nivel zero de energia potencial a posicao de equilibrio estavel 8 = 0, a 
energia potencial U se obtem (1, Secao 7.3) do trabalho realizado pela forca (3.3.6) num 
deslocamento entre 0 e ft 
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u = -W a ^e = mgjsenB'lde' = l-mglcos6'f 0 



ou seja L/ = rog](l-cosfl) 

Em particular, na aproximagao (3.3.8), a (3.3.13) fica 



(3.3.13) 
(3.3.14) 



U = mgljew = mgl 

o 

ou seja, levando em conta a (3.3.10), 



(8f 



U = -mgW =-maf\ l B l 
2 2 



(8«1) 



(3.3.15) 



que deve ser comparado com a (3.2.29). 



Discussao qualitativa para grandes amplitudes 

Pelas (3.3.12) e (3.3.14), a energia total do pendulo, para qualquer valor de 8 (nao so para 
8« 1) e dada por 



(3.3.16) 



Valores de 8 que diferem por multiplos de 2x correspondem ao mesmo angulo, de modo 
que poderiamos tomar como intervalo de variacao de 8, por exemplo, - n < 8 < it. 

Nada impede, porem, que apliquemos a (3.3.16) o metodo de discussao qualitativa do 
movimento unidimensional em 1, Secao 6.5, fazendo Svariar, como x, entre -~ e °°, desde que 
lembremos que 8 e 8 + 2 tot (k = ± 1, ± 2, . ..) correspondem a mesma posic ao do pendulo. 

A energia potencial 1/(8) dada 
pela (3.3.14) corresponde, nesta re- 
presentacao, a um grafico periodico 
de periodo 2% (na Fig. 3.10 ha 3 pe- 
riodos representados). A forca res- 
tauradora na posicao 8 e 

F(8)=-dl//(kl8) = -mgsen8 
como na (3.3.6), e as posicoes de equi- 
librio, em que F = 0, sao 8 = 0 e 8 = n 
(a menos de 2 kit). As energias de 
equilibrio correspondentes se obtem 
fazendo d8/df = 0 na (3.3.16), e sao: E -- 





Movimento ilimitado 




E] f- Equilibrio instavel 








*i i \ ! /n 




F • > \ / 

£i/ ! j V ■ ! / 


-3n -2ti -it -B-A Jt) A B it 2% 3it " u 
Equilibrio estavel 



F/£ura 3.10 — Energia potencial do pendulo 
0 para 8 = 0 e 
E = E 0 = 2mgf 



(3.3.17) 



para 8 = X. 

A posicao 8 = 0 corresponde a posicao vertical de equilibrio estavei, com o pendulo abaixo 
do ponto de suspensao 0, enquanto fl = iea posicao vertical de equilibrio instavel, com o 
pendulo acima do ponto 0 (Fig. 3.11): e preciso neste caso que a massa m esteja na extremidade 



50 Caprtulo 1 - O OSCILADOR HARMONiCO 




Figura 3.11 

e instavel 



- Poskoes de equiltbrio estave! 
1 



de uma haste rigida, e nao de um fio, porque o flo se 
dobraria antes de atingir essa posicao (conforme 1, 
Secao 7.6 (c)). 

Para uma energia total E < 2 mgl, o pendulo oscila 
entre os pontes de inversao 9 = ± 9 0 nos quais dd/dt = 
0, de modo que [cf. (3.3.16)] 

E = mg/J(l-cos8 0 ) 
e, subtraindo membra a membra da (3.3.16 ), 



-mf 



^ + mgi(cos8 0 



cos 9) = 0 |^ = ±^(2g 1 JKcos 6 - cos 0 O 



onde o sinal + vale durante metade do periodo, digamos de f 0 a t 0 + -, quando o pendulo 



oscila de - e 0 a 9 0 . e o sinal - para o retorno. Integrando durante a primeira metade, vem 
f 



2 dt= 



de 



2 1 2g J-e„ ^/cos9-cos8 0 



(3.3.18) 



que e a expressao geral do periodo em funcao da amplitude de oscilacao 9 G . 

Para E = E A « 2 mgl (Fig. 3.10), temos 9 0 = A « 1, de modo que U (0) pode ser aproximado 
pela parabola (3.3.15). Comparando com a (3.3.14), vemos que isto corresponde a aproximacao. 

1, 



cos9-cos9 0 =(l-cos0 o )-(l-cos9) 
e a (3.3.18) fica (1, Secao 6.6) 

(7 r"o dff 



rr 


sen — 


«. r 
=2nJ- 


is 







(3.3.19) 



concordando com a (3.3.11). Para estas pequenas oscilacoes, vale a aproximacao de oscilador 
harmonico (3.3.9). 

Para E = E B (Fig. 3.10), a amplitude de oscilacao 8 0 = B nao e mais « 1, e o periodo se 
obtem calculando a integral (3.3.18), que nao e reduti'vel a funcoes elementares: e do tipo 
conhecido como integral eliptica (seus valores numericos encontram-se em tabelas). Pode-se 
mostrar que, para fl 0 ainda pequeno, a primeira correcao a (3.3.11) e da forma 




(3.3.20) 



Figura 3.12 — Energia potential para 
grandes amplitudes 



Assim, para amplitudes maiores, o pendulo deixa 
de ser isocrono: o periodo depende da amplitude, 
crescendo com 8 0 . A correcao se torna - 1% para 
9 0 - 0,4 rad - 22°. O fato de que o periodo aumenta 
com a amplitude pode ser visto comparando U (9) com 
a aproximacao parabolica (Fig. 3.12). Como 1/(8) 
cresce mais lentamente que a parabola, a forca restau- 
radora F (9) e menor do que a dada pela lei de Hooke 
para angulos grandes, o que, pela (3.2.22), implica 
numa diminuigao de of (aumento de t). 
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Para energias E f > 2 mgl, o movimento e ilimitado, ou seja, |9| cresce indefinidamente na 
representacao da (Fig. 3.10). Levando em conta a periodicidade, isto significa que o pendulo, 
para energia total suficientemente elevada, passa a girar indefinidamente (na ausencia de 
atrito) em torno de seu ponto de suspensao. 



(c) O pendulo fi'sico 

Qualquer corpo rigido suspenso de um ponto 0 de 
tal forma que possa girar livremente (sem atrito) em 
torno de um eixo horizontal passando pelo ponto de 
suspensao 0 constitui um pendulo fisico (Fig. 3.13), 
tambem chamado de pendulo composto. Seja G o 
centro de gravidade, situado a uma distancia s de 0; 
na posicao de equilibrio estavel, G esta abaixo de 0 e 
na mesma vertical. 

Se e e o angulo de desvio de OG em relacao a 
vertical e M a massa total, o torque V em relacao a 0 









! \ 
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X V 
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Mg 



Figura 3.13 — Pendulo fisico 



S = -Mgs sen6 (3.3.21) 
Se / e o momento de inercia do pendulo em relacao ao eixo horizontal que passa por 0, 



a equacao de movimento e (1, Secao 12. 1) 



d 2 6 

la = 1 — - = 9" = -Mas senfl 
dt 2 



(3.3.22) 



Comparando esta equac ao com a (3.3.7), vemos que e identica a equaf ao de movimento 
de um pendulo simples de comprimento 



I 

''Ms 



(3.3.23) 



De fato o pendulo simples e um caso particular, em que a massa fica toda concentrada 
num ponto a distancia / do ponto de suspensao 0, de modo que s = J e / = MI 2 , o que convene 
a (3.3.23) numa identidade. 

O ponto C da reta OG tal que O C = 1 (Fig. 3.13) chama-se centro de oscilagao do pendulo 
fisico: se a massa total M fosse concentrada em C e ligada a 0 por uma haste sem peso, 
teriamos um pendulo simples equivalente. 0 resultado (3.3.23) e o concerto de centro de 
oscilacao sao devidos a Huygens, figurando em seu tratado sobre o pendulo (1673). 

0 raid de giragao k do pendulo em relacao ao eixo horizontal que passa por O e dado por 
(1, Secao 12.2) 

I = Mk 2 (3.3.24) 

Comparando com a (3.3.23), obtemos 

k 2 = Is (3.3.25) 
ou seja, k e a media geometrica Vis entre 1 e s. 

Suponhamos agora que se tome C como novo ponto de suspensao em lugar de O, e 
sejam s„ l c , e k c , as grandezas correspondentes a s, 1 e k nessa nova situacao. A Fig. 3.13 da 
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=1-S 



(3.3.26) 



Para calcular k c , calculemos f c , o momento de inercia em relacao ao eixo horizontal que 
passa por C. Se I G e o momento de inercia referido ao eixo horizontal que atravessa o centra 
de gravidade G, o teorema de Steiner (1, Secao 12.2) da 



I = l G + Ms 2 = Mk 2 |j c = M(r 

I c = l G + Mk 2 
ou seja, substituindo as (3.3.26) e (3.3.27), 



-2is+r =f -is 



pela 
(3.3.25) 



k 2 = k 2 -s 2 + {l-s? 

= B-S) 

.:. i£ = te e ■ 
pela (3.3.26). Comparando as (3.3.25) e (3.3.29), concluimos que 



(3.3.27) 
(3.3.28) 



(3.3.29) 



(3.3.30) 



ou seja, o novo centra de oscilagao e o ponto 0! 

Esta reciprocidade entre ponto de suspensao e 
centra de oscilacao e a ideia basica do pendulo rever- 
s/vei de Kater, usado para medir g com precisao. Atra- 
ves de dois cuLelos, separados por uma distancia I bem 
determinada, o pendulo pode ser suspenso por 0 ou 
C (Fig. 3.14). As massas m, e m 2 podem ser deslocadas 
para cima e para baixo, e suas posicoes sao ajustadas 
ate que o periodo t das pequenas oscilacoes seja o 
mesmo para as duas suspensSes, o que garante ser i 

0 comprimento do pendulo simples equivalente (note 
que o sistema e deliberadamente assimetrico: G nao 
deve coincidir com o ponto medio de OC. Por que?) 
Podemos entao utilizar a (3.3.11), e obter g a partir de 

1 e i. 

Figura 3.14— Pendulo reversivel 




(d) Oscilacoes de urn li'quido num tubo em V 

Consideremos um liquido de densidade p contido num 
tubo em U de seccao transversal A, e seja / o compri- 
mento total da coluna liquida, de modo que a massa 
total de liquido e M = pAJ. Em equilibrio, o liquido 
tem o mesmo nivel nos dois ramos, que tomamos 
como nivel z = 0 (Fig. 3.15), correspondente a energia 
potencial [/= 0. Se o nivel baixa de uma altura z num 

ramo, subindo de z no outro, isto eqiiivale a elevar de 
Figura 3.15 —Tubo em U 
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uma altura z, em bloco, a massa de agua pAz removida do outro ramo, de modo que a energia 
potencial correspondente e 



U{z)= pAz -gz = pAgz 



(3.3.31) 



A coluna liquida entra em oscilacao com velocidade instantanea dz/dt, ou seja, com energia 
cinetica 



-Ms 

A energia total associada a oscilacao e portanto 



(3.3.32) 



(3.3.33) 



1 1 

Comparando com as (3.2.28) a (3.2.30), vemos que pAg corresponde a - k = - Mo?, com 
M = pAI. Logo, 



pAg = -pAW 



(3.3.34) 



da a frequencia angular das oscilagoes harmonicas da massa liquida. 

Comparando a (3.3.34) com a (3.3.10), vemos que ela equivale as oscilacoes harmonicas 
de um pendulo de comprimento 1/2. Newton formulou este resultado nos "Principia" da seguinte 
forma: "Se agua sobe e desce alternadamente nos ramos de um tubo; e se construirmos um 
pendulo cujo comprimento entre o ponto de suspensao e o centro de oscilajao e igual a 
metade do comprimento da agua no tubo: digo entao que a agua subira e descera nos mesmos 
tempos em que o pendulo oscila". 



(e) Oscilacoes de duas parti'culas 

Consideremos um sistema de duas parti'culas de massas m t e m 2 ligadas por uma mola de 
massa desprezivel e constante elasticai. Supomos que 
as particulas so podem mover-se numa dimensao e 
que a unica forga que atua sobre elas e a forca restau- 
radora da mola. Se / e o comprimento de equilibrio 
da mola e x, e x 2 as posicoes das particulas em relacao 
a uma origem 0 arbitraria (Fig. 3.16), a deformacao 
da mola e 



t\pw5TnnnK-|' 1 



Figura 3.16 — Sistema de duas particulas 



X = (x 2 -X,)-I (3.3.35) 
de modo que as forcas restauradoras sobre as duas parti'culas sao (tomamos x > 0 na fig.) 

F, = )cx = -F 2 (3.3.36) 



o que da as equacoes de movimento 



mjXj = kx\ 
m,x, = -kx [ 



(3.3.37) 
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Seja X = (m,x 1 + m 2 x 2 )/M (M = m 1 + m 2 ) (3.3.38) 

a coordenada do CM das duas particulas. Decorre imediatamente das (3.3.37) que 

X = 0 [X = V = constante (3.3.39) 

como deveria ser. 

Multiplicando a primeira (3.3.37) por m v a segunda por m 2 e subtraindo membro a 
membro, vem 

onde fiea massa reduzida do sistema, 



j jAX = -fa 



(3.3.40) 



(3.3.41) 



A (3.3.41) corresponde ao resultado obtido em 1, Secao 10.10, para forcas centrais: a 
coordenada relativa x^-x^se comporta como a coordenada de uma particula unica, de massa 
igual a massa reduzida, sujeita a forca de interacao entre as duas particulas, ao passo que o 
CM permanece em repouso ou movimento retilineo uniforme. 

Vimos tambem em 1, Secao 12.3, que a energia cinetica do sistema e 



'-MV e 



2fi ' ' 2 

;=1 

onde o 1° termo e a energia cinetica do movimento interno I", sendo 

m, . , in, . 

v \=—rT x - v 2=-rr x 
M M 

as velocidades relativas ao CM (1, Secao 10.10). Logo, 
T 



. 1 -2 
= 2^ 



(3.3.42) 



(3.3.43) 



(3.3.44) 



, 1 



Como a energia potencial associada a deformacao da mola e — for, a energia total e 



onde 



E = F. r , 



c , 1 -2 1,2 

E =-ux +— for 
2 2 



(3.3.45) 
(3.3.46) 

(3.3.47) 



A energia do CM (3.3.46) e a energia total interna (3.3.47) se conservam separadamente; 
a translagao do CM nao afeta a oscilacao. A energia de oscilacao (3.3.47) e identica a de um 
oscilador harmonico de massa /i e deslocamento x. 

Exemplo: Molecula diatomica: Vimos em 1, Secao 6,5, que a energia potencial de interacao 
entre dois atomos que podem formar uma molecula diatomica pode ser representada sob a 
forma 
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l/(r) = D 



-2 



(3.3.48) 



- U (a) e a energia de 



onde sea distancia de equih'brio (correspondente ao mmimo de U) e D = 
dissociacao da molecula (Fig. 3.17). 

Para pequenos deslocamentos da posicao r = a de equih'brio estavel, definidos por 
x = r~a (3.3.49) 
podemos aproximar II (r) = U(a +x) por uma parabola 
(Fig. 3.17) 



U(r)> 



-D+^Mr-a) 2 



(3.3.50) 



Derivando duas vezes em relacao a ros dois mem- 
bros da (3.3.50) e fazendo r = a, obtemos 



Pela (3.3.48), 



(TV 
dr 2 




Aproxima^ao 
parabolica 



(3.3.51) 



Figura 3.17 — Energia potential de 
molecula diatomica 



12D 

: a 2 



13 



72D 

: a 2 



(3.3.52) 



de modo que a (3.3.51) da 

k = 7ZD/a 2 (3.3.53) 
A forca restauradora associada a (3.3.50) e F (x) = - dU/dx = -kx,o que leva a equacao de 
movimento (3.3.40) para as pequenas vibracoes da molecula em torno da posicao de equih'brio. 
A frequencia angular vibracional a seria 

(o = JkTn (3.3.54) 
onde k e dado pela (3.3.53) e/iea massa reduzida. 

Na realidade, o tratamento correto de um sistema atomico como este deve ser dado pela 
mecanica quanta. Vejamos, entretanto, qual e a ordem de grandeza dos resultados acima 
para um caso ti'pico, a molecula de CO. Como 1 u.m.a. (unidade de massa atomica) vale 
- 1,66 x 10" 27 kg, temos [cf. (3.3.41)] 



m(C 1z ) = 12 u.m.a. = 2 x 10 _26 kg 
m(O w ) = 16 u.m.a. - 2,7 x 10~ 26 kg 



0 raio molecular e a = 1,1 x 10 1 
A (3.3.53) da entao 



H = 1,16x10-" kg 
m e a energia de dissociacao e D = 10 e V = 1,6 x 10 -18 J. 



Jc=9,5xl0 3 N/m 

Uma mola com esta constante de forca sofreria uma elongacao da ordem de 10~ 3 m = 1 mm 
se dela suspendessemos uma massa de 1 kg, de modo que seria relativamente "dura", mas a 
ordem de grandeza da forca restauradora nao deixa de ser comparavel a de uma mola 
macroscopica. 

A frequencia de vibracao v se obtem dos valores acima pela (3.3.54): 
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v=— (i=l,4xl0 14 S- 1 

o que, para radiacao eletromagnetica, corresponde a um comprimento de onda 1 = civ ~ 
2 x 1CT 6 m = 2 um (c = velocidade da luz no vacuo), que esta na regiao do infravermelho. Sabe- 
se que as vibracoes da molecula de CO dao origem a radiacao infravermelha, com X ~ 4,7 um 
para uma vibracao fundamental, de modo que a ordem de grandeza dos resultados e correta, 
embora o tratamento adequado requeira o emprego da mecanica quantica. 

3.4 — Movimento harmonico simples e movimento circular uniforme 

Notacao complexa 

Pela (3.2.20), o angulo de fase 9 no MHS varia linear- 
mente com o tempo. Consideremos um ci'rculo de raio 
A e um ponto P desse ci'rculo cujo vetor de posicao 
OP forma um angulo 8 com o eixo dos x no instante t. 

Como 8 = cot + (p, o ponto P descreve um movi- 
mento circular uniforme de velocidade angular co so- 
bre o drculo (Fig. 3.18), partindo da posigao inicial P 0 
tal que 8 (0) = ip. Se X e a projecao de P sobre o eixo 
dos x, temos 

OX = x = Acos0 = Acos(fflt+?>) (3.4.1) 

o que, pela (3.2.16), coincide com o deslocamento ins- 
tantaneo da particula em MHS. 

A velocidade v do movimento circular uniforme 
e tangencial e de magnitude coA (1, Segao 3.7); sua projecao sobre Ox e (Fig. 3.18) 

v K =-raAcos|^-0j = -<aA sen(ffit+<p) = x (3.4.2) 

que coincide com a velocidade da particula no MHS. A aceleracao do ponto P e radial e de 
magnitude |a| = cfA; sua projecao sobre Ox e 

a x = - of Azos6 = -dx = x (3.4.3) 

que e a aceleracao do MI IS. 

Vemos portanto que se pode considerar o MHS 
como projegao de um movimento circular uniforme. 
A Fig. 3.19 mostra uma realizacao concreta da pro- 
jegao: um pequeno poste cilindrico e montado sobre 
o prato de um toca-discos em rotagao, e um pendulo 
de mesmo periodo oscila sobre o prato. Um feixe de 
luz paralela projeta as sombras do toca-discos e do 
pendulo sobre um anteparo. Se a sombra do pendulo 
esta inicialmente sobre a do poste, ela a acompanha, 
permanecendo sobre cla durante todo o movimento. 

A projecao do ponto P sobre o eixo dos y (Fig. 
3.18) e 





paralela 



Figura 3. 19 



OY = y = Asen0 = Asen(ft>t + <p) (3.4.4) 



3.4— MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES E MOVIMENTO CIRCULAR UNIFORME 
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que tambem e urn MHS. Como sen (ojt + <p) = cos^cot + <p + ~j este movimento tem uma defa- 
sagem de | em relacao ao da (3.4.1), ou seja, esta em quadrature com ele (cf. Sec. 3.2). 

A representacao do MHS pelo movimento circular uniforme a ele associadb e chamada 
de representacao em termos do vetor girante OP e o circulo de raio A e chamado de circulo de 
referenda. Vamos ver agora que se pode obter uma representacao analoga, extremamente 
conveniente, em termos de numeros complexos. 



Numeros complexos 

Vamos recordar algumas propriedades fundamentais 
dos numeros complexos, que podemos introduzir com 
base na sua representacao geometrica. Consideremos 
um ponto P do piano xy, cujo vetor de posipao e 

OP = ax + by (3.4.5) 

onde xe y sao vetores unitarios nas direcoes dos eixos Figura 3.20 - Representacao geometrica 
Ox e Oy, respectivamente. 

Podemos associar a OP um numero complexo z relacionado com a (3.4.5) por 




\z = a + ib\ (3.4.6) 

que se obtem da (3.4.5) pelas substituipoes *-» i, i. Como a e b sao numeros reais, o 
elemento novo na (3.4.6) e o simbolo i, que podemos interpretar como indicando a seguinte 
operac ao geometrica: 



i s rotacao de + - no piano xy 



(3.4.7) 



Assim, um numero real a fica associado a um 
ponto X de abscissa a sobre Ox. 0 numero real b 
estaria associado a outro ponto, digamos B, do eixo 
Ox. Pela (3.4.7), o ponto ib se obtem aplicando uma 

rotacao de +j ao vetor OB (Fig. 3.21), ou seja, 
rebatendo-o sobre Oy no sentido anti-horario, o que 
leva ao ponto Y, e a soma na (3.4.6) corresponde a 
soma vetorial OX + OY = OP. 

Em particular, para b = 1, obtemos o ponto i, que ' 
esta a uma unidade de distancia da origem sobre o 
eixo Oy (Fig. 3.22). Aplicando a este ponto nova 
rotagao de + nil, o que, pela (3.4.7), equivale a 
multiplica-lo por i, obtemos uma rotacao de it, que 
leva o ponto 1 em - 1 (Fig. 3.22) , ou seja, 



0 








B 



Figura 3,21 — Numero imaginimo 







0 



Figura 3.22 — Unidade imaginaria 



-1 



(3.4.8) 



0 numero complexo i chama-se unidade imaginaria. 0 piano xy chama-se piano com- 
plexo, e o ponto de coordenadas (a , b) nesse piano chama-se imagem do numero complexo 
z = a + ib; vamo-nos referir a ele como o ponto z do piano complexo. 
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Na (3.4.6), define-se 



= a + ib = 



a = Re z 
b= Imz 



(3.4.9) 



onde essas notacoes significam que a e a parte rea! de z e b e a parte imaginaria de z. 

A soma de numeros complexos corresponde pela 
representacao geometrica a soma de vetores (Fig. 
3.23), de modo que as componentes se somam: 

(a + ib) + (c + id) = (a + c) + i(b + d) (3.4.10) 

Chama-se complexo conjugado z* do numero 
complexo z = a + ib o numero 

z* = (a + ib)*=a-ib (3.4.11) 
cuja imagem (Fig. 3.24) e simetrica da de z em relacao 
ao eixo real Ox. O eixo Oy chama-se eixo imaginario. 
As (3.4.9) a (3.4.11) dao 




Figura B.23 — Soma de mimeros 
complexos 



y 


< 


z = a+ib 


0 




■ -X 

z* = a+ ib 



Figura 3.24- — Complexo conjugado 



Rez = -(z + z*) 
Imz = ^:(z-z*) 



(3.4.11) 
(3.4.12) 



O produto de dois numeros complexos define-sc dc tal forma que valha a propriedade 
distributiva e utilizando a (3.4.8), o que da 

(3.4.13) 



(a + ib)(c + id) = (ac - bd) + Had +bc) \ 



Veremos mais adiante a interpretacao geometrica desta operacao. As (3.4.11) e (3.4.13) 



dao 



||z|Wz = (a-iM(3 + ib) = 3 2 + b 2 | (3.4.14) 
que define o modulo \z\ do numero complexo z. Comparando com a (3.4.5), vemos que coin- 
cide com o modulo ia z + b 2 do vetor representativo r. O modulo de um numero real e urn 
caso particular. 

O quociente de dois numeros complexos pode ser calculado multiplicando numerador e 
denominador pelo complexo conjugado do denominador e utilizando a (3.4.14): 



(c + id) (c+id)(a-ib) ac + fod . ad -tic 
(a + ii>r(a + Lb)(a-;b)~ a 2 + i 2 + 'a 2 + i) 2 



(3.4.15) 



A formula de Euler 

A funcao exponencial 

/(x) = e lx (3.4.16) 
e a solusao da equacao diferencial linear de 1? ordem 
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que salisfaz a condicao inicial 
Temos 



/I0) = 1 



(3.4.17) 
(3.4.18) 



dx 



- senx, 



dx 



senx = cosx 



o que da 



— (cos x + i senx) = icosx - sera = /(cos x + i senx) 
dx 



Para x = 0, temos cos x + i sen x = 1, Comparando estes resultados com as (3.4.17) e 
(3.4.18), somos levados a defmir 



e = cosx + i senx 



(3.4.19) 



A (3.4.16) tambem satisfaz, qualquer que seja a relacao funcional 
/(x, + x 2 ) = e* 1 ' = 6*1 = /(x,)/(x 2 ) 

Pela (3.4.13), 

(cos x, + i sen x,) (cos x 2 + i sen x 2 ) = (cos x, cos x 2 - sen x, sen xj 
+ / (sen x, cos x 2 + cos x t sen x 2 ) = cos (x, + x 2 ) + / sen (x t + x 2 ) 
de modo que a (3.4.19) tambem satisfaz a relacao funcional acima, caracteristica da funcao 
exponencial. A (3.4.19) e a formula de Euler, por ele obtida em 1748 e considerada como urn 
dos mais belos resultados da matematica. 

Aplicando as (3.4.11) e (3.4.12) a (3.4.19), obtemos: 



cosx = Re(e K ) = |(e"+ e -") 



senx = Imfe" ) = 



(3.4.20) 



A imagem z do numero complexo x + iy e um 
ponto de coordenadas cartesianas (x, y). Se passarmos 
a coordenadas polares (r, 8) (Fig. 3.25), 



x = rcos 
y = rsen0 



(3.4.21) 



a (3.4.19) da 




| z = x + iy = r(cosfl + isenfl) = re | 
que e a forma trigonometrica do numero complexo z. Pela (3.4.14), temos 



Figura 3.25 — Forma trigonometrica 

(3.4.22) 



e 8 chama-se argumento de z, dado por 



\e = Argz = tg-\y/x)\ 



(3.4.23) 



(3.4.24) 
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Em particular, temos 




Figura 3.26 — G'rciilo unterio 



l|e' e H| 0- 4 - 25 ^ 
Um niimero complexo da forma z = e' e chama-se 
um fator de fase, e sua imagem e um ponto do circulo 
unitario (Fig. 3.26), correspondente a um vetor que faz 
um angulo 9 com o eixo real. Casos particulares sao: 

\e ii " 2 =±i, e ±iz =-% e 2i "~^Tl (3.4.26) 
0 produto de dois numeros complexos zj = f j e' 8 ' e 



z 2 = r 2 £ 



\z 1 z 2 =(r,e ie <)(r 2 e ie n = V 2 e i[e ^ > 



y 


l^w" ■* 


0 


1 u 



Figura 3.27— Interpretacao geometries 
do produto 



(3.4.27) 

ou seja, o modulo do produto eoproduto dos modulos 
e o argumento e a soma dos argumentos. 

A Fig. 3.27 mostra a interpretacao geometrica do 
produto. Os pontos P t e P 2 sao as imagens de z x e z 2 e 
OU = 1 no eixo real. A imagem P do produto z, z 2 se 
obtem construindo um triangulo OP 2 P semelhante a 
OUP,, de tal forma que OP se obtem de OP 2 por uma 
rotacao de + 9\ e multiplicando o seu modulo porr t = 
|OPi| (pela se melha nca dos triangulos, |OP| / |OP 2 | = 
joTy / |OU| = [OP]!), o que concorda com a (3.4.27). 

Em particular, tomando r t = 1, a (3.4.27) mostra 
que exp (ifl), aplicado a um niimero complexo, equlvale 



a uma rotacao de + 9 da imagem do numero, o que generaliza a (3.4.7). 
Analogamente, obtemos 

| z, /z 2 = / r 2 e ie * = {r t I rgjej^g] (3.4.28) 

ou seja, o mdduJo de um quociente e o quociente dos modulos, e o argumento e a diferenga 
dos argumentos. 

As (3.4.19) e (3.4.20) permitem defmir a exponencial de um numero complexo qualquer, 
c = a + ib 

(3.4.29) 



= e a (cos b + i senb) 



E facil verificar que, se e A 2 sao numeros reais e z, e z 2 sao complexos 

Re(X,z, + X i z 2 ) = lfiez i + >^Rez 2 (3.4.30) 

ou seja, a parte real de qualquer combinacao linear com coeficientes reais de numeros com- 
plexos e a mesma combinacao linear das partes reais desses numeros. 

Note que isso nao e verdade se os coeficientes Ij, A 2 sao complexos. Com efeito, a (3.4.13) 
mostra que 

Retz^JjsRez, Rez 2 se lmz,*0, Imz 2 ;t0 (3.4.31) 
Se z (t) = x(f) + iy (t) e funcao de um parametro real t, temos 



dz d , , . ™ dx . dy 

— = — [x(t) + iy(r)] = — 

dt dt dt dt 



(3.4.32) 
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de modo que 



Re 



dz d 



(Rez) 



(3.4.33) 



[dt) dt 

o que se extende a derivadas de ordem superior, como d 2 z/df. 

Em consequencia desLe resultado e da (3.4.30), vemos que, se z(t) e soiucao de uma equacao 
diferencial linear de coeBcientes reais, como a (3.2.12), Re z (t) tambe'm e solugao dessa equacao. 

Aplicacao ao oscilador harmonico 

Consideremos a equacao diferencial (3.1.5) do MHS para uma funcao complexa z (t): 



+ o 2 z = 0 



(3.4.34) 



Tratando-se de uma equacao diferencial linear homogenea de coeficientes consLanLes, 
procuremos uma solucao da forma 



z(t) = e pt 



onde p e uma constanle, que pode ser complexa. 
A (3.4.35) da 



— = oe p ' 



dt 



pe 1 " = pz 



dz dz 2 

d7 =p «= pz 



(3.4.35) 



(3.4.36) 



ou seja, a operacao de derivacao em relacao a f (d/dt) pode ser substituida pela mulliplicacao 
por p: 



dt 



op 



de modo que a equacao diferencial (3.4.34) e levada numa equacao algebrica: 

p z +m 2 = 0 

que se chama a equacao caracteristica. 

Resolvendo em relacao a p, obtemos as raizes 



| p =-<o {p ± = ±w | 
Vamos ver que basta tomar uma das raizes, que escolhemos como p + : 



P = 'Q> I 



Levando na (3.4.35), vemos que 



zftJ^Ce' 0 



(3.4.37) 



(3.4.38) 



(3.4.39) 



(3.4.40) 



(3.4.41) 



onde C e uma consLante complexa arbitraria, e solucao da (3.4.34). Podemos escrevcr C sob 
forma Lrigonomelrica, 



\C = Ae l " 



(3.4.42) 
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Substituindo na (3.4.41) e tomando a parte real, obtemos: 



xlt) = Re z(t) = Re [Ae'"' 1 ] = Acostat + if) 



(3.4.43) 



que e novamente a solucao geral (3.2.16), obtida agora pelo metodo da notacao complexa. A 
razao por que basta tomar uma das raizes na (3.4.3 9) e que a (3.4.41) ja depende, atraves de C, 
de duas constantes (reais) arbitrarias: no caso, Ae<p. 
As (3.4.37) e (3.4.40) dao 



o que concorda com a (3.2.23). Lembrando a (3.4.7), vemos que, no piano complexo, dz/dt esta 
adiantado de + nil em relacao a z, o que corresponde a quadratura entre deslocamento e 
velocidade no movimento circular associado (pag. 57). 

De fato, lembrando a interpretacao de e'" como rotacao de urn angulo ft vemos que na 
(3.4.43), onde 9 = at + <p, a imagem de z (f) no piano complexo descreve o movimento circular 
uniforme associado ao MHS. 

A vantagem do emprego da notacao complexa esta no fato de que e bem mais facil ma- 
nipular a exponencial do que senos e co-senos. A propria derivada, conforme mostra a (3.4.44), 
reduz-se a uma operacao algebrica: multiplicacao por i(o. Veremos depois que o metodo e 
especialmente util na extensao a um oscilador amortecido. 

E importante lembrar, porem, que a ideia de trabalhar com numeros complexos e somente 
no fim tomar a parte real, como na (3.4.33), de/xa de valer quando ha operagoes nao-lineares 
no que se refere aos complexos, como ilustrado pela (3.4.31) (por exemplo, quando um numero 
complexo e elevado ao quadrado). 

3.5 — Superposicao de movimentos harmdnicos simples 

Ha inumeras situagoes em que movimentos harmonicos simples se superpdem, gerando um 
movimento resultante. Exemplo: dois diapasdes vibrantes produzem tons musicais puros (que 
correspondem a MHS), que atingem simultaneamente o timpano de nosso ouvido, colocando- 
o em vibracao; esta oscilacao e gerada pela resultante dos dois MHS. 

(a) Mesma direcao e freqiiencia 

Consideremos primeiro o movimento resultante de dois MHS de mesma direcao x e de mesma 
freqiiencia angular at 




(3.4.44) 



de modo que, por exemplo, 





(3.5.1) 



Se pensarmos em x, e x 2 como projegoes de vetores girantes OP t e OP 2 (Fig. 3.28), x sera 
a projecao da resultante OP desses dois vetores (o conjunto gira rigidamente com velocidade 
angular ml A magnitude A = |OP| da resultante e o angulo 9, + fi que faz com Ox (fig.) se 
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obtem aplicando as leis dos co-senos e dos senos ao 
triangulo OP,P: 



| A 2 = Af + A; +2A 1 A 2 cos(<p 2 -ffi 1 ) 



sen/3 sen((p 2 -PiJ 



sen/3 = -^sen((p 2 - 9i ) 



(3.5.2) 
(3.5.3) 

(3.5.4) 



0 movimento resultante e 

\x[t) = Acos[ait + ip 1 +P)\ 

Como a soma de vetores e a imagem da soma de 
numeros complexos, chegariamos naturalmente ao 
mesmo resultado (verifique!) tomando a parte real de 





v ^ 














i ..... 


o 


/ /■ :■ ■■J 









Figura 3.28 — Resulranre de vetores 
giranres 



z l+ z 2 



(b) Mesma direcao e freqiiencias diferentes. Batimentos 

Neste caso, 

x,(t) = A t cos((0,t + ift ); x 2 (t) = A 2 cos(tt) 2 t 4 



(3.5.5) 



A diferenca de fase entre os dois MHS, 9, - 9, = [o^ - <»,) f + if, - <p,, varia com o tempo, de 
modo que podemos tomar 

<p,=<p 2 =0 (3.5.6) 
sem restricao significativa da generalidade. 

Para »|e^ quaisquer, o movimento resultante, x It) = x, (t) + x 2 (r) nao sera em geral 
sequer um movimento periodico. Para que exista um periodo t apos o qual x t e x 2 voltem 
simultaneamente ao valor inicial, e necessario que 



ft^T = iritfs] ft)] _ T 2 _ fl] 

ffl 2 T = 2n 2 itJ ft) 2 r, n 2 



(n,, n 2 inteiros) 



ou seja, 



(3.5.7) 



de modo que os periodos devem ser comensuraveis. O periodo r corresponde a solucao da 
(3.5.7) com os menores valores inteiros possiveis para n, e n 2 . 

A Fig. 3.29 mostra um exemplo com A, = 3 A 2 e 
T t = 3 t 2 . Se a razao das freqiiencias e irracional (por 
exemplo, -12), o movimento resultante nao e mais 
periodico. 




Figura 3.29 — Periodos comensuraveis 

Batimentos 

Um caso especial muito importante e aquele em que a)] e o>2 sao muito proximas uma da 
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outra. E mais simples analisar o que acontece quando os dois MHS tem a mesma amplitude 
A t = A 2 = A. Vamos supor oj, > ty. 

Introduzindo a fregiiencia angular media 



1 

ft) = -(ct) 1 + 0) z ) = 2ni % -Znv 



e a diferenpa de fregiiencias 



| Am = (0, - (Q, = 2tiAv(> 0) | 
- 1 - 1, 

ft), 6) ■ ^A<0, ft) 2 =ft>--A0) 



logo, 



ou seja, 



x = A 



_ Aft) 1 f_. Aft) 
(0t + — t +COS I CO* — 



osf |cos((»t) 



(3.5.8) 

(3.5.9) 
(3.5.10) 

(3.5.11) 



Este resultado vale quaisquer que sejam oi, e ob, mas o caso de interesse, em que on efflz 
sao muito prdximas, corresponde a supor 

(3.5.12) 



Aft) « ft) 



Nestas condif oes, cos (St) oscila rapidamente em oonfronto com 



a(t) = 2Acos 



(3.5.13) 




e podemos considerar x (t) como uma oscilagao de frequencia angular m cuja "amplitude" 
|a(r)| e Jentamente variavei com o tempo, oscilando com frequencia angular dada pela (3.5.13). 

A Fig. 3.30 mostra o grafico de x (t) (linha cheia) 
e da envoitdria das oscilacoes rapidas (linha inter- 
rompida) que corresponde a ± |a(t)|. A moduiacao da 
amplitude leva ao fenomeno dos barimentos, com um 
periodo para |a(t)| dado por I/Av, (intervalo entre dois 
zeros consecutivos ou dois maximos de |a| conse- 
cutivos), que e » 1/v, intervalo entre dois maximos 
consecutivos de x (t). 

Se as amplitudes de x, (t) e x 2 (t) nao sao iguais, 
temos ainda uma moduiacao da amplitude resultante, 
que passa por maximos e mmimos, mas os minimos 
nao sao mais nulos. 

Um exemplo de batimentos sonoros se obtem 
fazendo vibrar simultaneamente dois diapasoes de 
frequencias de oscilacao muito prdximas, por exemplo 
v, = 439 Hz e v 2 = 441 Hz. 0 efeito resultante sobre 
nosso ouvido sera a nota musical "la", de frequencia 
Figura 331 - Osdhdor bidimmsional v = 440 Hz , mas a intensidade sonora (proporcional a 



Figura 330 — Batimentos 
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[a(r)| 2 ) aumentara e diminuira periodicamente, passando por urn maximo 2 vezes por segundo 
(Av = 2). Batimentos tambem sao perceptiveis quando tocamos simultaneamente uma tecla 
branca e a tecla preta vizinha num piano, na regiao dos graves. A desaparicao dos batimentos 
pode ser utilizada como criterio na afmacao de instrumentos musicais. 



(c) Mesma freqiiencia e direcoes perpendiculares 

Um oscilador harmonico bidimensional seria uma particula cujo movimento e restrito a 
urn piano, sujeita a uma forca restauradora proporcional ao deslocamento a partir da posicao 
de equilibrio estavel. Tomando esta posicao como origem e o piano do movimento como 
piano (xy), a equacao de movimento sera 



o que da 

onde r = xi + yj ou seja, 



o que da 



mf = F - 
K» 2 r = 0, 



-Jcr 



--k/m 



x + <» x = 0, y + a)-y = 0 



x(t) = Acosfotf + ip,) 
y(t) = Bcos(<ot+^) 



(3.5.14) 
(3.5.15) 

(3.5.16) 
(3.5.17) 



Um exemplo pratico seriam as pequenas oscilacoes de um pendulo cujo movimento nao 
e restrito a um piano vertical dado. Suspendendo por um fio um pequeno funil com areia (Fig. 
3.31), a trajetoria da ponta fica marcada no piano (xy) pela areia que escorre. Essa trajetdria, 
cujas equacdes parametricas sao as (3.5.17), representa a composicao de dois MHS de mesma 
freqiiencia em direcoes perpendiculares. 

Para simplificar, podemos escolher a origem dos tempos de tal forma que ip, = 0 na (3.5.17) 
(isto nao muda a trajetoria, mas tao-somente o seu ponto inicial). 

x(t) = Acos(tt)f); y(t) = Bcos{cot + <p) (3.5.18) 
onde <f> representa a defasagem entre as componentes x e y. 

Como -A<x<A,-B<y<B, vemos que a trajetoria esta sempre inscrita num retangulo 
de lados 2A e 2B. Podemos obter a equacao da curva eliminando t entre as (3.5.18): 

y x I x^ 

— = cos(ftir) cos <p - sen(tt)f)senra = — cos <p ± Jl -sentp 



o que leva a (verifique!) 









X 2 


y 2 


^ xy o 
-2^^cosffl = sen ip 


A 2 


B 


AB r 



(3.5.19) 



curva de 2° grau que, por estar inscrita num retangulo, representa geralmente uma efipse. 
Casos particulars [cf. (3.5.18) e (3.5.19)]: 



(3.5.20) 
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ou seja, nestes casos, a elipse degenera num segmento 
de reta, que e [Fig. 3.32) a diagonal principal ou secun- 
daria do retangulo. 0 pendulo do exemplo acima oscila 
como pendulo piano. 



Figura 3.32 — Trajetorias iineares 



2 

3rc 



-=1 



(3.5.21) 



Figura 3.33 — Trajetorias elipticas 



Nestes casos, os eixos principals da elipse 
coincidem com os eixos coordenados (Fig. 3.33). A 
diferenca entre os dois casos e o sentido de percurso 
da elipse, que e horario para ip = jt/2 e anti-horario 
para q> = . Isto pode ser visto pelas (3.5.18), que dao 
(x, y) = (A, 0) para t = 0 e, para t = t/4 (rat = a/2), com 
f = n/Z, (x, y) = (0, - B), e, com 9 = 3 nil, [x, y) = (0, B). 

Para outros valores da defasagem if, a elipse e 
inclinada em relacao aos eixos coordenados, como 
mostra a Fig. 3.34 para ip= n/4. A figura tambem ilustra 
um metodo de construcao geometrica da trajetdria a 
partir das posicoes simultaneas de vetores girantes 
em dois circulos de referenda, um associado ao os- 
cilador x e outro ao oscilador y. 

Conforme sera visto mais tarde, numa onda ele- 
tromagnetica plana de freqiiencia m que se propaga 
na direcao z, o vetor campo eletrico E tern componen- 
tes x e y, que oscilam harmonicamente, como as 
(3.5.18). Logo, num dado piano z = constante, a extre- 
midade de E descreve uma elipse: diz-se que a onda e elipticamente polarizada. 0 caso par- 
ticular (3.5.20) corresponde apolarizacao linear, e as (3.5.21), com A = B, a polarizacao rircuiar, 
que e direita ou esquerda conforme o sentido de percurso do circulo nesse caso. 




Figura 3.34— Defasagem <p - Tt/1- 



(d) Freqiiendas diferentes e direcoes perpendiculares 

Uma realizacao experimental neste caso consiste em aplicar duas voltagens oscilantes de 
frequencias angulares ft), e aos pares de placas defletoras perpendiculares (x e y) de um 




osciloscopio: a imagem do feixe de eletrons na tela 
descreve entao as trajetorias correspondentes, que se 
chamam curvas de Lissajous. A construcao geometrica 
dessas curvas pode ser feita pelo metodo dos circulos 
de referenda, acima indicado. 



Figura 3.35 - Cuivas de Lissajous Se os periodos X\ e r 2 sao comensuraveis [cf. 




(3.5.7)1, a trajetdria e periodica, ou seja, acaba retor- 
nando ao ponto de partida, como iluslrado na Fig. 
3.35 para t 2 = 2t,, e diferentes defasagens. 

Se os periodos sao incomensuraveis, a trajetoria 
nao e periodica, ou seja, nunca "se fecha"; um exemplo 



Figura 3.36 - Periodos incomensuraveis est! j il us trado na Fig. 3.36. 
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Figura P J 



PROBLEMAS DO CAPITULO 3 

1. Um bloco de massa M, capaz de deslizar com 
atrito desprezi'vel sobre um trilho de ar horizon- 
tal, esta preso a uma extremidade do trilho por 
uma mola de massa desprezivel e constante 
elastica k, inicialmente relaxada. Uma bolinha de 
chiclete de massa m, lancada em direcao ao bloco 
com velocidade horizontal v, atinge-o no instante t = 0 e fica grudada nele (Fig. P.l). Ache 
a expressao do deslocamento x do sistema para t > 0. 

2. Uma particula de massa m esta suspensa do teto por uma mola de constante elastica Jc e 
comprimento relaxado 1 0 , cuja massa e desprezivel. A particula e solta em repouso, com 
a mola relaxada. Tomando o eixo Oz orientado verticalmente para baixo, com origem no 
teto, calcule a posicao z da particula em funcao do tempo. 

3. Duas particulas 1 e 2 de mesma massa m estao 
presas por molas de constante elastica k, com- 
primento relaxado 1 0 e massa desprezivel, a pa- 
redes verticals opostas, separadas de 2J 0 ; as 
massas podem deslizar sem atrito sobre uma 
superflcie horizontal (Fig. P.2). Tem-se m = 10 g e 
k = 100 N/m. No instante t = 0, a particula 1 e deslocada de 1 cm para a esquerda e 2 de 1 
cm para a direita, comunicando-se a elas velocidades de magnitude V3 m/s, para a 
esquerda (particula 1) e para a direita (particula 2). (a) Escreva as expressoes dos 
deslocamentos x, e x 2 das duas particulas para t > 0. (b) As particulas irao colidir uma 
com a outra? Em que instante? (c) Qual a energia total do sistema? 

4. Uma conta de massa m enfiada num aro vertical 
fixo de raio r, no qual desliza sem atrito, desloca- 
se em torno do ponto mais baixo, de tal forma 
que o angulo 9 (Fig. P.3) permanece pequeno. 
Mostre que o movimento e harmonico simples e 
calcule o periodo. 




Figura P.2 




Figura P3 



(a) 



5. Uma bola de massa m de massa fresca de pao cai de uma altura h sobre o prato de uma 
balanca de mola e fica grudada nele (1, Cap. 6, Problema 6). A constante da mola e k, e as 
massas da mola e do prato podem ser desprezadas. (a) Qual e a amplitude de oscilacao 
do prato? (b) Qual e a energia total de oscilacao? 

6. Uma placa circular homogenea de raio R e massa 
M e suspensa por um fio de modulo de torcao K 
de duas maneiras diferentes: (a) Pelo centra C da 
placa, ficando ela num piano horizontal; (b) Por 
um ponto O da periferia, com a placa vertical. 
Calcule os periodos t„ e % b das pequenas oscila- hgura ?A 
coes de torcao, respectivamente nos casos (a) e (b) (Fig. P.4). 

7. Um pendulo balistico de madeira, de massa igual a 10 kg, suspenso por um fio de 1 m de 
comprimento, e atingido no instante t= 0 por uma bala de 10 g, viajando a velocidade de 
300 m/s, que fica encravada nele. Ache o angulo 0 (em rad) entre o fio e a vertical como 
funcao de f. 
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\ k 










TV'//// 



Um disco de massa M, preso por uma mola de 
constante elastica Jc e massa desprezivel a uma 
parede vertical, desliza sem atrito sobre uma 
mesa de ar horizontal. Um bloquinho de massa 
m esta colocado sobre o disco, com cuja superfi- ™ 

cie tern um coeficiente de atrito estatico Qual e a amplitude maxima de oscilacao do 
disco para que o bloquinho nao escorregue sobre ele? 

Um densi'metro (Cap. 1, Probl. 11), flutuando em 
equilibrio na agua, tem um volume V 0 submerso 
(Fig. P.6); a area da seccao transversal da porcao 
cilindrica e A. Empurrando-o verticalmente para 
baixo, o densi'metro entra em pequenas oscila- 
coes na direcao vertical. Calcule a freqiiencia 
angular de oscilacao. 

Figura P.6 




10. Quando um nadador caminha ate a extremidade de um trampolim horizontal, ele desce 
de 5 cm sob a acao do peso, no equilibrio. Desprezando a massa do trampolim, calcule a 
sua freqiiencia angular de oscilacao em torno do equilibrio, com o nadador permanecendo 
na extremidade. 

11. Um tremor de terra coloca em vibracao no sentido vertical, com freqiiencia angular 
<b = 20 s" 1 e amplitude de 4 cm, uma plataforma horizontal, sobre a qual esta colocado um 
bloquinho de madeira. A plataforma move-se inicialmente para cima. (a) De que altura 
tera subido a plataforma no momento em que o bloquinho se desprende dela? (b) De que 
altura adicional se eleva o bloquinho depots que se separou da plataforma? 

12. A energia total de um sistema conservative na vizinhanca de um equilibrio estavel e da 
forma E = a (<j 2 + of q 2 ), onde q (deslocamento, angulo, ...) e o desvio do equilibrio e a e 
co sao constantes. Mostre que o sistema oscila com freqiiencia angular m. 

13. Uma bolinha homogenea de massa m e raio r 
rola sem deslizar sobre uma calha cilindrica de 
raio R » r, na vizinhanca do fundo, ou seja, com 
fl « 1 (Fig. P.7). Mostre que o movimento e 
harmonico simples e calcule a freqiiencia angu- 
lar CO. 



14. Considere os seguintes objetos oscilando num 
piano vertical: aro circular de diametro 1, sus- 
penso de O a [Fig. P.8(a)] e placa circular homo- 
genea de diametro 1, suspensa de 0^ [Fig. P.8{b)]. 
Compare os respectivos periodos r a e r b com o 
periodo de oscilacao t de um pendulo simples 
de comprimento 1. 




Hgura P.S 
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15. Urn pendulo fisico e formado por uma barra delgada homogenea de comprimento /, 
suspensa por um ponto a distancia s (< i 12) de seu centra, oscilando num piano vertical. 
Para que valor de s o periodo de oscilacao e mi'nimo? Quanto vale entao? 

16. Um fio de arame de comprimento 21 e dobrado 
ao meio, formando um angulo de 60°, e e sus- 
penso pelo vertice 0 (Fig. P.9), oscilando num 
piano vertical. Calcule o periodo rde pequenas 
oscilacoes em torno da posicao de equilibrio. 

Figura F3 




Um oscilador harmonico comeca a oscilar em t = 0. Apos 1/4 de periodo, sua energia 
cinetica e 3 vezes maior que a energia potencial. Qual e a fase initial? (De todos os valores 
possiveis). 

Com um blocn rie massa m e duas molas, de cons- 
tantes elasticas ic, e k 2 , montam-se os dois arran- 
jos indicados nas Figs. P.10(a) e (b). Calcule as 
respectivas frequencias angulares io a e (% de pe- 
quenas oscilacoes verticals em tomo do equi- 
librio. 



0 pendulo da Fig. P.ll, formado por uma barra 
de massa desprezivel e comprimento i com uma 
massa m suspensa, esta ligado em seu ponto 
medio a uma mola horizontal de massa desprezi- 
vel e constante elastica k, com a outra extremi- 
dade fixa e relaxada quando o pendulo esta em 
equilibrio na vertical. Calcule a frequencia angu- 
lar a de pequenas oscilacoes no piano vertical. 




Figura P. 10 
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Figura P. 1 1 



20. Um tubo cilindrico cuja secfao transversal tem 
area A esta dobrado em forma de V, com um ramo 
vertical e o outro formando um angulo <p com a 
vertical, e contem uma massa M de um liquido 
de densidade p (Fig. P.12). Produz-se um pequeno 
desnivel entre um ramo e o outro. Calcule a 
frequencia angular de oscilacao da massa liquida. 




Figura P.12 



21. A molecula de HC1 e uma molecula ionica, que podemos considerar como resultante 
da interacao entre os ions FT e CI", com energia potencial de interacao dada por 
U[f) = -K (e 2 /r) + B/r 10 , onde r e a distancia entre os centros. 0 primeiro termo e a atracao 
coulombiana (k = 9 x 10 9 N.m 2 /C 2 , e = 1,6 x 10" 19 C) , e o segundo representa uma interagao 
repulsiva a curta distancia (B > 0). A distancia entre os centros na molecula e de 1,28 A; 
uma unidade de massa atomica vale 1,66 x 10~ 27 kg. (a) Calcule a "constante de mola 
efetiva" k da ligacao. (b) Calcule a frequencia de vibracao v da molecula (classical. 
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22 Use a formula de Euler (3.4.19) e as regras para calculo de produto e potencias de nun 
complexos para calcular : (a) cos (a + b) e sen (a + b); (b) cos (3a) e sen (3a) em funci 



23. As funcoes ch x (co-seno hiperbolico) e sh x (seno hiperbolico) sao definidas por: 



(a) cos (ix) = ch x; sen (ix) = i sh x; 

(b) ch 2 x-sh 2 x =1; 

(c) sh (2x) = 2 sh x ch x. 

24. Ache o movimento resultante de dois movimentos harmonicos simples na mesma direcac 



dados por: x, = cos U - - , x 2 = sen (cot). Represente graficamente os respectivos vetore 



25. Trace as figuras de Lissajous correspondentes a composicao dos seguintes movimento 
harmonicos simples em direcoes perpendiculares: 

(a) x = A cos ((at), y = A sen (2cot) 

(b) x = A sen (rat), y = Acos(2a>t) 

Sugestao: Use o metodo dos dois circulos de referencia [Sec. 3.5 (c)]. 



cos e sen de a eb. 



ch x 



_ 1 (e* + e - x ) e sh x = \ (e x - "-*). Mostre que-. 




girantes. 
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Cafitulo 

OSCILACOES AMORTEGDAS 

E EORCADAS 

4,1 — Oscilacoes amortecidas 

As oscilacoes harmonicas simples, estudadas no capitulo anterior, ocorrem em sistemas 
conservativos. Na pratica, sempre existe dissipapao da energia, 

Assim, no caso de um pendulo, as oscilacoes se amortecem devido a resistencia do ar 
(alem do atrito no suporte). As oscilacoes de um h'quido num tubo em U se amortecem devido 
a viscosidade do liquido. As vibracoes de um diapasao produzem um som audivel porque sao 
comunicadas ao ar, gerando ondas sonoras. A energia utilizada para isto provem do oscilador, 
dando origem a amortecimento por emissao de radiacao sonora. 

Conforme vimos (Secao2.7; 1, Secao 5.2), a resistencia de um fluido, como o ar, ao 
deslocamento de um obstaculo, e proporcional a velocidade para velocidades suficientemente 
pequenas, o que se aplica a pequenas oscilacoes. Vamos considerar portanto uma forca de 
amortecimento proporcional a velocidade. 

Para um oscilador unidimensional, como o descrito pela equacao de movimento (3.1.4), a 
resistencia da origem a um termo adicional: 



\mx = -kx-px, p > 0 | (4.1.1) 
onde -p^representa a resistencia dissipativa, que atua em sentido oposto a velocidade (p > 0). 
Dividindo por m ambos os membros da (4.1.1), obtemos, em lugar da (3.1.5), 



| x + yx + colx = 0 | (4.1.2) 

onde 



ft)p=Jc/m, y = plm>o\ (4.1.3) 

A (4.1.2) e uma equacao diferencial linear homogenea de 2? ordem com coeficientes 
constantes (3.2.12), de modo que, como na (3.4.35), podemos procurar uma solucao, usando 
notacao complexa, da forma 

z(r) = e pt (z = pz, z = p 2 z (4.1.4) 
o que leva a equacao caracteristica 

p 2 +YP+co 2 0 = 0 (4.1.5) 
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cujas raizes sao 



(4.1.6) 



Se fl < <% dizemos que o amortecimento e subcritico. Neste caso, na (4.1.6), temos a raiz 
quadrada de um numero negative e [cf. (3.4.39)] reescrevemos a (4.1.6) como 



p ± = -|±i<». 



4.1.7) 



Para satisfazer as condicoes iniciais, precisamos de uma solucao com duas constantes 
reais arbitrarias. Podemos tomar a combinacao linear das solucoes correspondentes as duas 
raizes da equacao caracteristica: 

z(f) -ac"*' lie"-' (4.1.8) 
onde a e b sao constantes rea/s. Para amortecimento subcritico, pela (4.1.7), 

-It . 

z(f) = e 2 (ae M + be-°*) (4.1.9) 
Tomando a parte real da (4.1.9), obteriamos a solucao da (4.1.2) em forma analoga a 
(3.2.15) para o MHS: 



x(t) = e 2 [acos(<Bf) + jb sen(<of)] 



Outra forma equivalente se obtem procedendo como nas (3.4.41) a (3.4.43): 

-h 

z{t) = e 2 -Ce"*, C = Ae" r 

o que da, tomando a parte real, 



x(t) = Ae 2 cos{a)t + q 



onde as duas constantes reais arbitrarias sao agora A e (| 
Ajusfe das condigdes iniciais: A (4.1.10) da 



(4.1.10) 



(4.1.11) 



(4.1.12) 



y f 
x(t) = —|x(f) + e 2 [-<aa sen(fflt) + tabcos(a)t)] 

de modo que, para satisfazer as condicoes iniciais (3.2.3) e (3.2.4), devemos ter 



x(0) = x 0 = a 

x(0) = v 0 =-|a+fflb 



h = \ V ° + 2 X( 



o que leva a (cf, (3.2.25)] 



x(r) = e~ 2 ' 


x 0 COS(fflt) + 


v £0 2(i) ; 


sen(rat) 



(4.1.13) 
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o que tambem pode ser escrito sob a forma (4.1.12) [cf. (3.2.26) e (3.2.27)]. 

A grande vantagem da notacao complexa e a unificacao entre as funcoes trigonometricas 
e a fun? ao exponencial [cf. (4.1.8), (4.1.10)].Vale a pena verificar diretamente, por diferenciacao, 
que a (4.1.12) satisfaz a equacao diferencial (4.1.2). 



4.2 — Discussao dos resultados 

Vamos agora discutir e interpretar os resultados obtidos na Secao anterior. Ha tres casos: (a) 
Amortecimento subcrftico: y/2 < (Bg, (b) Amortecimento supercritico: y/2 > toy (c) Amorte- 
cimento critico: yl2 = <%. 



(a) Amortecimento subcritico (y/2 < w 0 ) 

Neste caso, a solucao e dada pela (4.1.12). 0 grafico 
dex(f) esta representado na Fig. 4.1, para (p = 0. Vemos 
que representa efetivamente uma oscilagao 
amortecida. Para o caso de amortecimento fraco, 

— t 

y« oi 0 , o fator Ae 2 pode ser considerado como 

amplitude de oscilacao lentamente variavel [cf. 
(3.5,13)], e as curvas exponencialmente decrescentes 




Figura 4.1— Oscilsgdes amortecidas 



± Ae 2 defmem a envoltoria das oscilacoes (em linha 

inter-rompida na Fig. 4,1). 

Embora as oscilacoes nao sejam mais periodicas, continuaremos chamando de "pen'odo" 
o intervalo % = 2n/o>. Note que, pela (4.1.7), e t» = (o| y 2 /4) vz ou scja, m 6 < m 0 c dccresce a 
medida que o amortecimento aumenta. 

O balango de energia 

A energia mecanica do oscilador no instante t e dada por [cf. (3.2.30)] 



£(t) = |mx 2 (t) + |te 2 (t) 



(4.2.1) 



e nao e mais conservada: a dissipacao converte-a em outras formas de energia. A taxa de 
variacao temporal de E(t) e 



dE 
dt ' 



mxx + kxx = x(mx + kx) 



ou seja, pelas (4.1.1) e (4.1.3), 



dE_ 
dt ' 



-px 



-myx 



(4.2.2) 



Logo, a taxa instantanea de dissipacao da energia mecanica do oscilador e igual ao produto 
da forca de resistencia - px pela velocidade x, sendo portanto proporcional ao quadrado da 
velocidade instantanea. Note que d£/dt e sempre < 0, anulando-se nos instantes em que a 
velocidade se anula, e acompanhando a oscilacao de x 2 durante cada pen'odo. 



Substituindo na (4.2. 1) os valores dex(r) exit) tirados da (4.1.12), obtemos 
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E(t)=|mAV* 



<4 



■ m 2 serr(ci)f + <p) + ^ry-2 sen{(yt + <p)cos(et)t + <p) 



sen[2(a)f+p)] 



(4.2.3) 



Para amortecimento fraco, y« <% 0 f ator e ~ 7 ' na (4.2.3) varia muito pouco durante um 
periodo de oscilacao (ou mesmo durante varios periodos). Interessa-nos calcular o valor medio 
Eft) da energia instantanea durante um periodo, definido de forma analoga a (3.2.31): 



E(t).= - f EOT*' 



(4.2.4) 



Note que Eft) continua dependendo de t atraves dos limites de integracao. 

Substituindo E(f) pela (4.2.3), podemos, para y« <o 0 , tomar e" rf '= e" r ' ou seja, tratar esse 
fator como constante dentro do intervalo de integracao, retirando-o para fora da integral. 
Podemos depois utilizar os resultados 



sen (a* +9) = -, sen[2(i»f+<f>)] = 0 



(4.2.5) 



1 


cos 2 


(at) 


sen 2 ((Oi) 


I 










0 

1 










sen 


(2(M) 






0 

-1 


A 




/\ 






A 




aa' 







Figura 4.2 — Va/ores med/os 



cuja demonstracao grafica se encontra na Fig. 4.2 
(onde tomamos tp = 0). As areas das curvas situadas 
acima e abaixo do valor medio (sombreadas nas figu- 
res) sao iguais. E lacil dar tambem uma demonstracao 
analitica (verifique!), usando as identidades 

1 1 
cos 2 x = -(l + cos2x), sen 2 x = -(l-cos2x) (4.2.6) 

as integrals 

Jcos(2tot' + ip)dt'- 
\sen{2oit' + f)dt' = - 



sen(fl)t'+#) 
2m 

cos(2o)t' + <p) 
la J 



(4.2.7) 



e a periodicidade das funcoes trigonometricas. Tambem ja utilizamos estes resultados para 
obter as (3.2.33). 

Finalmente, o resultado da substituicao da (4.2.3) na (4.2.4) e 



EfflAm^AV' 


> (;'«<o„) 


= E(0)e- rr 





(4.2.8) 



mostrando que, para amortecimento fraco, a energia media do oscilador decai exponencial- 
mente com o tempo. 

A Fig. 4.3 mostra o grafico de Eft) (linha cheia), bem como do valor instantaneo E{t) 
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(linha inter-rompida), que oscila em torno de E(t). 
Podemos carac-terizar o tempo de decaimento i A (fig.) 
como aquele para o qual a energia media cai a 1/e = 1/ 
2,7 de seu valor inicial, o que da 



(4.2.9) 



A (4.2.8) da 





_ 






E(0) 


E(t) 

E(t) 










0 








-i 



Figura 4.3 — Tempo de decaimento 



dE_ 
dt " 



-yE 



if «<%) 
(4.2.10) 

de modo que yrepresenta a taxa de decrescimo relativo da energia media por unidade de 
tempo. 



Fator de merito 

A energia dissipada em 1 ciclo de oscilacao, de acordo com a (4.2.10), e 

— dE — 
AE = -— -T = y£T (4.2.11) 

dt 

pois corresponde a um intervalo de tempo AT= t. Na (4.2.11), £ representa a energia mecanica 
media ainda armazenada no oscilador no instante considerado. 

Chama-se fator de merito ou fator "Q" (= qualidade) do oscilador a grandeza 



Q = 2tc 



^ Energia armazenada no oscilado r' 
Energia dissipada por ciclo 



Pela (4.2.11), 



Q = 2itE/A£ = — 
TL 



_ 2it _ <B 0 

r 



(4.2.12) 



(4.2.13) 



que e » 1, pela hipotese do amortecimento fraco. 

Quanta maior o fator Q, menor o amortecimento por oscilacao. Pela (4.2.9), podemos 
tambem escrever 

Q = 27tT d /T (4.2.14) 
ou seja, o fator Q e proporcional a razao do tempo de decaimento para o periodo. Este fator 
e empregado como fator de merito nas oscilacoes da voltagem ou corrente em circuitos 
eletricos, que, conforme sera visto mais tarde, sao inteiramente analogas as oscilagoes 
mecanicas. 



(b) Amortecimento supercritico (y/2> oi 0 ) 

Neste caso, podemos utilizar diretamente as (4.1.8), (4.1.6), que dao 



4t 




x(r) = e 2 (a 


eP' + be-V) 



(4.2.15) 
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onde 



que e sempre < y/2, de modo que 



x(f) = aexp 





r 2 z 







(4.2.16) 



-n 



+ jbexp 



e sempre a soma de duas exponenciais decrescentes. 

Aquela que tem y/2 + p no expoente decai mais rapidamente do que a outra, de modo 
que, para tempos grandes, o decaimento e como 



exp 




De qualquer forma, o movimento nao e mais 
periodico, prevalecendo o amortecimento. A Fig. 4.4 
da uma ideia do comportamento de x(t) quando x 0 > 0, 
v 0 >0. 



Figura 4.4— Amortecimento supercritico 



(c) Amortecimento critico (y/2 - <o 0 ) 

Como fi = 0 neste caso, as duas solucoes independentes na (4.2.15) se reduzem a uma 
unica. Entretanto, para /J > 0, a combinacao linear 



x(fj = e 2 



2/3 



e solufao. Para fi -> 0, o fator entre parenteses tende a 

' d 



= t 



de modo que 



x,(t) = te 2 (4.2.17) 

deveria ser solucao da (4.1.2) quando <b 0 = y/2. Isto pode ser comprovado por substituicao 
direta (veriflque!). 

A solufao geral para amortecimento critico e entao 



x(t) = e~ 2 '(a + M) 



(4.2.18) 
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que decai mais rapidamente, para tempos grandes, 
que a (4.2.15), onde o termo em eP, como vimos, reduz 
o decaimento. A Fig. 4.5, que compara as solugoes 
dos tres tipos para as mesmas condigoes iniciais, 
mostra que a solucao com amortecimento critico e 
aquela que retorna ao equilibrio mais rapidamente. Por 
isto, este tipo de amortecimento e empregado quando 
desejamos amortecer o movimento o mais depressa 
possivel como acontece em galvanometros ou balan- 
ces de precisao, para tornar mais rapida a leitura do 
instrumento. 



Critico Supercritico 




Subcritico 



Figura 4.5 — Comparacao de 
amortecimentos 



4,3 — Oscilacoes forcadas. Ressonanria 

Ate agora, consideramos apenas oscilagoes livres, em que o oscilador recebe uma certa 
energia inicial (atraves de seu deslocamento e velocidade iniciais) e depois e solto, evoluindo 
livremente. 0 periodo de oscilacao e determinado pela propria natureza do oscilador, ou seja, 
por sua inertia e pelas forgas restauradoras que atuam sobre ele. A oscilacao e amortecida 
pelas forcas dissipativas atuantes (ou, no caso limite em que as desprezamos, persiste inde- 
finidamente). 

Vamos estudar agora o efeito produzido sobre o oscilador por uma forga externa periodica. 
0 periodo desta forga nao coincidira em geral com o periodo proprio do oscilador, de modo 
que as oscilacoes por ela produzidas chamam-se oscilagoes forcadas. A forca externa supre 
continuamente energia ao oscilador, compensando a dissipacao. 

Alguns exemplos de oscilacoes forcadas sao: as oscilacoes do diafragma de um microfone 
ou do timpano de nosso ouvido sob a agao das ondas sonoras; as oscilacoes de uma pessoa 
sentada num balanco sob a acao de empurroes periodicos; as oscilagoes eletricas, produzidas 
num circuito detector de radio ou televisao sob o efeito do sinal eletromagnetico captado; as 
oscilagoes dos eletrons em atomos ou moleculas de um meio material sob a agao de uma onda 
eletromagnetica, como a luz, que se propaga nesse meio. 

Nesta Segao, vamos considerar o caso limite de um oscilador nao-amortecido. 

(a) Solucao estacionaria 

Seja 

| F(f) = F 0 cos(<rt)] (4.3.1) 
a forga externa, de freqiiencia angular <o. A equagao de movimento e entao [cf. (3.1.4)]: 



| mjt + fa = F(t) = F 0 cos(ffi>t) (4.3.2) 

Vamos chamar de a 0 a freqiiencia propria ou freqiiencia natural (abreviando para "fre- 
qiiencia" a expressao "freqiiencia angular", o que faremos muitas vezes) das oscilagoes livres: 

wl-k/m (4.3.3) 

A (4.3.2) da entao 



X + 0)„X = 


p 

— cos(a)t) 




m 
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A (4.3.4) e uma equacao diferencial de 2." ordem inomogenea [cf. (3.2.12)], ou seja, nao 
vale mais a (3.2,13). Por conseguinte, o prindpio de superposigao sob a forma da Secao 3.2 
nao e mais valido: se x, (f) e x 2 (r) sao solugoes, nao e mais verdade que a combinagao linear 
(3.2.14) e solugao. Entretanto, o principio continua valendo no seguinte sentido: 
Prindpio de superposigao para equacoes lineares inomogeneas: Se x-t (t) e solucao para 
o 2° membro {termo inomogeneo) h- (t), e x 2 (t) para o 2.° membro F 2 (f), entao x (f) = ax] (r) + 
bx 2 If) e solugao para o 2? membro F (t) = aF\ (f) + bF 2 (t). A verificafao a partir da (3.2.12) e 
imediata. 

Em particular, tomando F 2 (t) = 0, vemos que, somando a uma solucao da equagao 
inomogenea uma solugao da equagao homogenea, obtemos ainda uma solugao da mesma 
equagao inomogenea. 

A solucao geral, tratando-se de uma equagao diferencial de 2? ordem, continua depen- 
dendo de duas constantes arbitrarias (necessarias para o ajuste as condicoes iniciais). Se ja 
conhecemos a solugao geral da equagao homogenea (como acontece no caso atual), contendo 
duas constantes arbitrarias, o resultado acima mostra que basta obter uma soiup ao particular 
da equagao inomogenea: a solugao geral da equagao inomogenea obtem-se somando a solugao 
geral da equagao homogenea uma solugao particular da equagao inomogenea 

A solugao geral da equagao homogenea corresponde neste caso as oscilagoes livres. Na 
presenga de dissipagao (que sempre existe na pratica), sabemos que as oscilagoes livres sao 
amortecidas, ou seja, tendem a zero para t -> ~, tornando-se despreziveis para tempos maiores 
que T d , o tempo de decaimento. Por outro lado, a forga externa (4.3.1) continua suprindo 
energia indefinidamente, de modo que as oscilagoes forgadas devem persistir e, para t » %, 
devem sobreviver apenas as oscilagoes forgadas, correspondendo a solugao particular da 
equagao inomogenea. 

Dizemos por isto que a solugao particular e a solugao estacionaria, ao passo que a parte 
de oscilagoes livres e um transiente, ou seja, tern um efeito transitorio, dependente das condigSes 
iniciais, que desaparece para t » z d . Em geral, nas oscilagoes forgadas, interessa-nos apenas 
a solugao estacionaria. 

Embora a (4.3.2) corresponda ao caso limite ideal em que desprezamos a dissipagao, 
continuaremos empregando a mesma linguagem. A solugao estacionaria, que desejamos obter, 
e entao uma solugao particular da equagao inomogenea. 

Para obter esta solugao, vamos empregar a notagao complexa. Se 



de modo que basta achar uma solugao particular desta equagao, e depois tomar sua parte 
real. 

E de se esperar que a oscilagao produzida pela forga externa tenha a mesma freqiiencia 
que esta forca. Isso nos leva a procurar uma solugao particular da forma 




(4.3.5) 



(4.3.6) 



o que da [cf. (3.4.37)] 



(4.3.7) 
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ou seja, 



Temos [cf. (3.4.41), (3.4.42)] 



z = joe i, z = -m z z {ml - a> z )z = i±e iwt 

(4.3.6) 



z(t) = 



m(ft>o - » 



(4.3.8) 



m(t»Q - ft) 2 ) 



onde 



e podemos tomar 



m | fog - ar 



| g a 0 (o>< ai 0 ), <p = -x (ft) > a> Q 



(4.3.9) 



(4.3.10) 



(4.3.11) 



Isto significa apenas que o numero real (4.3.9) e positivo para w < o>, } c negativo para 
ft) > oi 0 . Como - 1 = e*" (3.4.26), poderiamos tambem ter tornado <p = + rt para oi ><% 
Tomando a parte real da (4.38), obtemos, como na [3.4.43), 



x(t) = Acos(a)t + o 



(4.3.12) 

de modo que esta solucao particular (solucao estacionaria) corresponde a uma oscihgao de 
mesma freqiiencia que a forga externa, amplitude A e defasagem <p em relacao a forca externa, 
onde A e <p sao dados pelas (4.3.10) e (4.3.11), respectivamente. 

(b) Interpretacao flsica 

(i) Limite de baixas freqiiencias, m« to 0 . Neste caso, a aceleracao associada a (4.3.12), 

x = -co 2 x (4.3.13) 

e muito menor do que aquela associada a forca restauradora, que corresponde ao termo oifix 
na (4.3.4), de modo que temos aproximadamente 



WqX =^2-cos(a)t) \ x =-^-cos(oit), 
m mo>l 



ft) « ft) 0 



(4.3.14) 



ou seja, o destocamento e no mesmo sentido da forca externa (tp = 0), que equilibra a forca 
restauradora na (4.3.2), (- kx + F(f) = 0). Diz-se que o movimento e dominado peia forpa 
restauradora, e a situacao se aproxima do limite de equilibrio estatico (<»-> 0) . 

00 Limite de altas freqiiencias, m » o> 0 : Neste caso, e a aceleragao - colx associada a forca 
estauradora que e desprezivel em confronto com a (4.3.13), de modo que temos aproxi- 
adamente 
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F F 

) 2 X = -2-C0S(ftt) \x ~ ^-COSW), (ft>»C<> 0 ) 



(4.3.15) 



ou seja, o deslocamento esta em oposigao de fase com a forca externa [<p = -n). Isto se explica 
por ser a acelerag ao fomecida quase totalmente pela forca externa (kx e desprezivel em 
confronto com o termo de inercia mx na (4.3.2)}, e a aceleracao esta em oposigao de fase com 
o deslocamento no MHS. Diz-se que o movimento e dominado pela inercia. 

Comparando as (4.3.14) e (4.3.15), vemos que |x| e muito menor para m » co 0 que para 
<a « ft> 0 , e x -> 0 para o> -> °°. A inercia do oscilador nao Ihe permite acompanhar oscilacoes 
excessivamente rapidas da forga externa: a amplitude da resposta e muito pequena. 

(in) Ressonancia, m m 0 : Pela (4.3.10), a medida que a freqiiencia w da forpa externa se 
aproxima da freqiiencia co 0 das oscilacoes livres, a amplitude A da resposta vai crescendo, e 
A -> ~ para «-> o> 0 . 

0 crescimento da resposta quando m se aproxima de o> 0 corresponde ao fenomeno da 
ressonancia. Um exemplo familiar de ressonancia ocorre quando procuramos impulsionar 
uma pessoa sentada num balance A amplitude de oscilagao aumenta fortemente quando a 
freqiiencia de transmissao dos impulsos se aproxima da freqiiencia de oscilacao livre. 

Os graficos da Fig. 4.6 resumem a discussao 
precedente. Note a descontinuidade brusca da 
defasagem, que passa de 0 a- nna ressonancia. Tanto 
esta descontinuidade quanto a divergencia da ampli- 
tude para co = (o 0 indicam apenas que o modelo 
empregado deixa de valer nesta situacao. Por um lado, 
a dissipacao, por menor que seja, nao pode ser 
desprezada para to = m 0 (veremos mais adiante que a 
presenca de dissipacao elimina tanto a divergencia 
como a descontinuidade). Por outro lado, se a ampli- 
tude cresce suficientemente, a aproximacao de peque- 
nas oscilacoes, que leva as equagoes lineares consi- 
deradas, deixa de valer: efeitos nao-lineares entram 
em jogo. 

Ha varios exemplos dos efeitos catastroficos que 
podem ser produzidos pela ressonancia. Um deles e 
o desabamcnto de pontes que entram em ressonancia com a marcha cadenciada de uma 
tropa de soldados ao atravessa-las. Outro e o da voz de uma cantora induzindo vibragoes tao 
fortes num calice de cristal que acabam por parti-lo. Em ambos os casos, e obvio que 
aproximagSes lineares do tipo da lei de Hooke deixam de valer. 



O 



A 


' CO 


<P 

co 0 


^co 









Figura 4.6 — Solucao estacionaria 



(c) Efeito das condicoes iniriats 

Como vimos, a solucao geral da (4.3.2) e a soma da solucao particular encontrada (4.3.12) 
com a solugao geral do problema das oscilagoes livres: 



x(t) = - 



F„ 



- COS(fi)t) + B COS(ft> 0 t 4 



(4.3.16) 



m(a>Q - co ) 

onde as constantes arbitrarias B e % sao determinadas pelas condigoes iniciais. 

Consideremos como exemplo o caso particular em que o oscilador se encontra inicial- 
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mente em repouso na posicao de equilibrio: 
x(0) = 0, 

Substituindo na (4.3.16), obtemos: 



40) = 0 



(4.3.17) 



x(0) = 



- + BCOSS 



m(«)j-(0 ) 
x[0) = -ffi 0 B senip 0 = 0 ( % = Oj 

Levando este valor de B na (4.3.16), resulta 



x(t) = 



m{o) 0 +o>) 



cos(a) 0 t)-cos(ft)f) 



<b 0 -a 



(4.3.18) 



o que corresponde em geral a superposicao de dois MHS de freqiiencias diferentes (livre e 
forcada) discutida na Secao 3.5 (b), podendo levar a batimentos para co proximo de m 0 . 
No limite da ressonancia exata, a expressao entre colchetes na (4.3.18) tende a 



lim 

ai-*a} a 



cos(ft)t)-cos(a 0 t) 

fO — G> 0 



COS((Bt) 



= -tsen((0 0 t) 



de modo que a (4.3.18), para m = o> 0 , fica 



x{t) = — —tsen(m 0 t) (<» = (»„) 
2ma> Q 



(4.3.19) 



(4.3.20) 



E facil ver diretamente (veriflque!) que a (4.3.20) satisfaz a equagao diferencial (4.3.4) com 
m = m 0 e as condic oes iniciais (4.3.17). 

Conforme mostra o grafico da (4.3.20) (Fig. 4.7), 
o efeito da ressonancia e produzir um crescimento li- 
near com o tempo da amplitude de oscilacao, a partir 
das condicoes iniciais dadas. A amplitude cresce, na 
realidade, ate que seja estabilizada por outros efeitos, 
tais como a presenca de efeitos dissipativos ou nao- 
lineares. 













A " F 0 /(2me0o) 



Figura 4.7 — Solufao ressonante 



4.4 — Oscilacoes forcadas amorteddas 

Introduzindo uma forca dissipativa proporcional a velocidade, a (4.3.2) fica 



| mx + px + kx = F(t) = F 0 cos(tBt) 
ou, dividindo por m e usando as (4.1.3), 



x + yk + m^x = — cos(<»t) 



(4.4.1) 



(4.4.2) 
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(a) Solucao estacionaria 

Procuremos novamente uraa solucao particular usando notacao complexa, x(t) = Re z(t), 



z + yi + OqZ - 



F„ 



(fflj + IJO)- ffl )Z 0 = 



ou seja. 



onde 



z(t) = z 0 e (z = ifflz (z = -o) zj 

z(t) = Ae , ' ta,+ '" 
Ae* = z 0 = 



(4.4.3) 



(4.4.4) 



(4.4.5) 



m(a>o - o + i}tH) 

Para obter o modulo A e o argumento (p do numero complexo z 0 , utilizamos as (3.4.28), 
(3.4.23) e (3.4.24), que dao 



z 1 - F 0 / m - r-j (real) 
z 2 = o)q - a 2 + ijo) = r 2 e' 82 

onde r 2 = ^(ra 2 -w 2 f + y z w 2 , tg8 2 = ya> / to 2 , - <a 2 ). Logo, 



z 0 = — = -e 

z 2 r 2 



A 2 (tt)) = - 



(F 0 ) 2 



m 2 [(m§-<i) 2 ) 2 +yV] 



?((») = -tg" 



(4.4.6) 



(4.4.7) 



Finalmente, a solucao estacionaria e 



| x(t) = Rez(t) = Ato)costot + ipto)] (4.4.8) 
0 uso da notacao complexa facilita bastante o calculo, dando diretamente a amplitude A 
e a constante de fase <p da solucao. 

(b) Efeitos de ressonancia 

O caso mais interessante e o do amortecimento fraco, y« o> 0 . No caso limite em que 
y-> 0, as (4.4.6) e (4.4.7) reduzem-se as (4.3.10) e (4.3.11), que correspondem aos graficos da 
pag. 80. Para y« t% devemos esperar portanto que, na vizinhanca de co= a G , a amplitude seja 
maxima e a fase varie rapidamente. 

Vamos tomar o> suficientemente proximo de oi 0 para que se tenha 

\a-m 0 \«w 0 (4.4.9) 

Neste caso, 

e>l-a> 2 = (<u 0 + a) (<o 0 - (o) ~ 2a) 0 {co 0 - m] 
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e yco = y[o) 0 + <» - co 0 ), de modo que as (4.4.6) e (4.4.7) ficam 



m 2 [4(» 0 2 ((i) 0 -a>f + y z co%}' 



ou seja, 



\2mm 0 



'(»)=• -tg" 1 



2<i) 0 (£i) 0 -£O) 



(a>-a> 0 ) 2 +^- 



(4.4.10) 



pta) = -tg 



2to 0 -co) 



(4.4.11) 



A Fig. 4.8 mostra o andamento de A 2 c <p dados 
pelas (4.4.10), (4.4.11). A forma de A 2 e ti'pica de urn 
pico de ressonancia associado a uma ressonancia 
estreita. 0 valor maximo A^ x e atingido para m = co 0 
e A 2 cai a mefade do vaJor maximo nos pontos co = w 0 
+ 7/2. A distancia A<o = y entre eles chama-se semi- 
largura do pico de ressonancia, e A 2 (o>) cai rapidamen- 
te fora da semilargura do pico. A defasagem <p {co) entre 
0 deslocamento e a forca externa [cf. (4.4.1) e (4.4.8)] 
tambem varia rapidamente dentro da semilargura do 
pico, desde <p £ 0 para co abaixo de a> 0 ate cp =* k/2 pa- 
ra co acima de co 0 [cf. (4.4.11)], passando por ip = - %I2 na 
ressonancia, co = a) 0 (Fig. 4.8). 

A amplitude maxima A mSx segundo a (4.4.10) e 
dada por 



: = A((0„ 



mm 0 y 



(4.4.12) 



A 2 (<S3) 




(p((0) 



Figura 4.8 - 

ressonancia 



Amplitude e fase perto de 



Para j^O, vemos que A m4x -> ~, e a transicao de 
cp entre 0 e - ji torna-se descontinua: as curvas acima 
tendem as da pg. 80. 

Podemos comparar A mSx com 0 valor da amplitude A [co) no limite de baixas freqiiencias 
co « a>o quando a (4.4.6) da A (a) = A (0) = Fj/fmrag) [cf. (4.3.14)]. A (4.4.12) da entao 



A(tB 0 ) 

A(0) " 



co 0 _ 



(4.4.13) 



ou seja, 0 fafor de amplificacao produzido pela ressonancia em relacao a amplitude para 01 « £s 0 
e precisamente igual ao fatal' Q do oscilador, definido na (4.2.13). Quanta mais estreita a 
ressonancia, mais "forte" ela e, ou seja, mais alto e o pico. 
Vemos tambem, pela (4.2.9), que 



| A<» = 7 = 1 / r d I 



(4.4.14) 
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ou seja, a semilargura do pico de ressonancia nas oscilagoes forcadas e o inverso do tempo,de 
decaimento das oscilagoes livres. Esta relacao extremamente importante e valida para qualquer 
ressonancia estreita (amortecimento fraco), ou seja, para Q » 1. 

Para valores mais baixos de Q, convem exprimir os resultados (4.4.6) e (4.4.7) em termos 
da variavel adimensional 



-oil a a 



o que da 



1 



A(a) = _ 

A (°'^(l-« 2 ) 2 + a 2 /Q 2 ' 



<p = -tg~ 



ct/Q 
1-a 2 



(4.4.15) 



(4.4.16) 



\A(o.)IA{0) 




Figura 4.9 — Curvas em funcao de Q 



Solugao estacionaria 




As curvas da Fig. 4.9 representam os resultados 
para alguns valores de Q. A medida que Q diminui, a 
ressonancia torna-se cada vez menos acentuada (no- 
te que a posicao do pico ocorre um pouco abaixo 
de a = 1), ate que desaparece completamente. Para 
Q » 1, a semilargura do pico, nestas unidades, e 
Aa = l/Q. 

Para \m - o) 0 ! » 1, ou seja, |a - 1| » 1/Q, o termo 
de amortecimento y 2 w 2 no denominador da (4.4.6)' e 
desprezivel, e recaimos na (4.3.10), cuja interpretacao 
para baixas e altas freqiiencias ja foi discutida na 
Secao 4.3. 

Como foi feito na Secao 4.3 (c), tambem aqui 
podemos completar a solucao ajustando-a a condicoes 
iniciais dadas. A solucao geral e a soma da solucao 
estacionaria (4.4.8) com a solucao geral para 
oscilafoes livres [cf. (4.1.12) e (4.3.16)1 



x„(f) = Be 2 cos{co 0 t + (f 



(4.4.17) 



onde B 0 e (p Q sao determinados pelas condicoes 
iniciais. Neste caso, a (4.4.17) representa de fato um 
transiente, que se torna desprezivel para t » t d = My. 
A Fig. 4.10 mostra um exemplo do efeito do termo 
transiente, com a « m 0 . A solucao e modulada pelo 
transiente, para tempos curtos, e se aproxima da 
solucao estacionaria para t » t d . 



Figura 4.10 — Efeito do transiente 
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Exemplos 

Ja foram citados alguns exemplos de efeitos de ressonancia, e veremos outros mais 
adiante, em conexao com a acustica. Efeitos do mesmo genera tern grande importancia em 
todos os campos da fisica. 

A Fig. 4.11 mostra um circuito ressonante cons- 
tituido de uma bobina (indutancia L), um resistor 
(resistencia J?) e um capacitor de capacitancia C 
variavel, alimentado por uma fonte de voltagem 
alternada V (t). Conforme sera visto mais tarde, este 
e um sistema inteiramente analogo ao oscilador 
Figura 4.11 — Circuito ressonante forcado amortecido. A voltagem ou corrente num 

circuito LC tern uma freqiiencia caracteristica de 
oscilacao livre <% e a resistencia Reo elemento dissipativo. A fonte de voltagem desempenha 
o papel de forca externa e pode representar um sinal de uma estacao de radio, captado por 
uma antena e amplificado. A capacitancia variavel C, acoplada ao botao de sintonizacao do 
aparelho receptor, permite ajustar m 0 ate que se obtenha ressonancia com a freqiiencia m do 
sinal, o que corresponde a sintonizar a estacao desejada. A seletividade do circuito sera tanto 
maior quanta maior for o fator Q associado. 

Conforme ja foi mencionado na Secao 4.3, os eletrons dos atomos ou moleculas de um 
■ meio material em que se propaga a luz entram em oscilacao forcada sob a acao da forca 
eletrica,associada ao campo eletromagnetico da onda luminosa. As regioes proximas das 
ressonancias com as oscilagoes livres dos eletrons correspondem as "faixas de absorcao", 
onde a interacao entre os eletrons e o campo incidente se toma particularmente intensa. A 
variagao da resposta dos eletrons em funcao da freqiiencia m incidente e responsavel pelo 
fenomeno da dispersao da luz, ou seja, a variacao do indice de refracao do meio com a 
freqiiencia da luz (o violeta sofre refracao maior que o vermelho), bem como pelos efeitos de 
absorcao, que ocorrem principalmente nas regioes proximas de ressonancias. 




4,5 — O balanco de energia 

Ja discutimos na Secao 4.2 o balanco de energia no caso das oscilacoes livres. A taxa de 
variacao instantanea da energia mecanica E (t) armazenada no oscilador no instante t (4.2.1) 
continua sendo dada por (pg. 73) 



^ = x (m x + fo£ ) 
dt 



(4.5.1) 



mas a equacao de movimento e agora a (4.4.1), de modo que obtemos, em lugar da (4.2.2), 

(4.5.2) 



dE 



dt 



-myx'+P(t) 



onde 



p(t)=F(t)m 



(4.5.3) 



e a potencia fornecida pela forca externa (1, Secao 7.6). O 2.° membro da (4.5.2) representa o 
balanco entre esta potencia e a potencia dissipada pela forca resistente. 
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Regime estacionario 

Vamos considerar o balan9o de energia somente para a solucao estacionaria, desprezando 
os efeitos transientes, com F (f) dado pela (4.4.1) e x (r) pela (4.4.8): 



Fit) = F„ cos(rat)l 
x[t) = Acos(a>t + <p) { x[t) = ~a>A sen(£of+ip)J 
=} P(t) = -O)F 0 Acos(mt) sen(rat + <p) 
Para a solucao estacionaria, a (4.5.1) da, como x = - m 2 x ek = moi\, 

— = m(o>l -m 1 )xk = mmtm z -a>l)A 2 xsen{cot + <p) cos(a>f + ij 



(4.5.4) 



(4.5.5) 



mostrando que a energia instantanea oscila com freqiiencia angular 2m. Na pratica, interessa- 
nos a media sobre um periodo (ou, o que e equivalente, sobre um numero inteiro de periodos). 
Pelas (4.5.5) e (4.2.5), obtemos para a media 



dt 



como tinha de ser, no regime estacionario. 
Pela (4.5.2), a (4.5.6) tambem se escreve 



P = myx 



(4.5.6) 



(4.5.7) 



ou seja, no regime estacionario, a potencia media fomecida pela fovea externa e igual a potencia 
media dissipada. Em particular, para y^> 0, vemos que a potencia absorvida pelo oscilador 
nao amortecido durante uma metade do ciclo tem de ser devolvida durante a outra metade. 
Utilizando novamente a (4.2.5), temos 



x 2 = co 2 A 2 sen 2 {cot + <p) = -(o' A 2 



de modo que as (4.5.7) e (4.4.6) dao 



jF 2 m 2 



— 1 

\P(o)) = -ymco z A z = 

2 2m[(a) 2 -(B 0 2 ) 2 + rV] 



Em termos de a = co/coq [cf. (4.4.15)], este resultado se escreve 

Fn 1 



PM = 



2mQo) 0 



a) V 



(4.5.8) 



(4.5.9) 



(4.5.10) 



o que passa por um maximo precisamente na ressonancia (a - 1), com 



Plo> 0 ) = P m 



2m con 



(4.5.11) 
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Para Q » 1 e to suficientememe perto de ^ para que valha a (4.4.10), e facil ver que a 
(4.5.9) pode ser aproximada por 



(ui-(o 0 y+ 1 



(4.5.12) 



que e novamente um pico de ressonancia da forma (4.4.10), representado na Fig. 4.8. Na 
dtica, uma cur\'a de ressonancia deste tipo e conhecida como um pico lorentziano; na fisica 
nuclear, chama-se um pico de Breit-Wigner. 
A (4.5.4) mostra que 



P(a) = -toF Q A 



cosy sen (at) cos(ttf) + sen<pcos-(a>t) 

=0 =1/2 



ou seja, 



P(m) = -—F 0 A Sena 



(4.5.13) 



0 fator |sen p|, que relaciona a potencia media fornecida pela forca externa com a 
defasagem e> entre o deslocamento x (fj e a forca externa, chama-se fator de potencia. Temos 
- 7t < p<0, ePe maximo na ressonancia, quando if> = -n/2. 

E facil entender por que isto acontece. Sabemos que, no MHS, a velocidade Xesta adiantada 
em fase de nil em relacao ao deslocamento x (pg. 62). Na ressonancia, x esta atrasado de nil 
em rela$ao a forca externa F. Logo, na ressonancia, F esta em fase com X , o que, pela (4.5.3), 
explica por que a potencia media e maxima. 

A energia media armazenada no oscilador e, pela (4.2.1), 



E=-mx i 
2 



-mcofjx 



(4.5.14) 



Temos x 2 = 

ex 2 e dado pela (4.5.8), de modo que 



E = -m[(o +<Bq)A- 



(4.5.15) 



(4.5.16) 



onde o termo em id 2 - provem da energia cinetica media e o termo em ml da energia potencial 
media; na ressonancia, as duas contribuem igualmente. 

Pelas (4.5.7) e (4.5.9), a energia media dissipada durante um periodo de oscilacao re 



Pr =— P = nymmA 2 

CO 



(4.5.17) 



0 fator Q de um oscilador forcado amorlecido tambem pode ser definido por 



Q = 2it 



Energia media armazenada 



Energia media dissipada por ciclo^ 



(4.5.18) 
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como na (4.2.12) para oscilacoes livres. Pelas (4.5.16) e (4.5.17), obtemos 



(4.5.19) 



Em particular, na ressonancia (<b = ffl 0 ) obtemos Q = a><Jf, o que coincide com o valor 
(4.2.13) para oscilacoes livres. 



/////////////////////////////// 
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4,6 — Oscilacoes acopladas 

Consideremos um sistema de dois penduios ii'gados por uma mote e sujeitos a oscilar no 
piano vertical definido pelas suas posicdes de equi- 
librio (Fig. 4.12). A distancia d entre os penduios, na 
posicao de equilibrio, e igual ao comprimento natu- 
ral da mola, de modo que, nessa posicao, ela nao se 
encontra comprimida nem esticada; seja k a constante 
eiastica da mola. Se a massa M suspensa de um dos 
penduios e muito maior que a massa m do outro, 
temos um tipico problema de oscilacdes forcadas: as 

oscilacoes do pendulo pesado, transmitidas atraves 
Figura 4.12 - Penduios acoplados da ^ atuam SQbre Q p - ndulo leye CQm0 uma for?a 

externa, forgando-o a oscilar com a frequencia do pendulo pesado. 

0 problema se torna mais interessante quando os penduios acoplados sao identicos, ou 
seja, tern mesmo comprimento 1 e mesma massa m. Terao portanto tambem a mesma frequencia 
angular de oscilacao livre, que, para pequenas oscilacoes, e dada pela (3.3.10): 

4=g/l (4.6.1) 
Sejam x t e x 2 os deslocamentos das duas parti- 
culas suspensas em relacao a posicao de equilibrio 
(Fig. 4.13), supostos suficientemente pequenos para 
que possamos confundir os arcos descritos com as 
cordas: x, = % x z = i8 2 , onde 8, e 0 2 sao os angulos de 
desvio. A deformapao da mola e x 2 - x-i (> 0 na Fig., 
onde a mola esta esticada), o que produz uma forca 
k (x 2 - Ki ) (para a direita) sobre a particula 1 e uma 
forca restauradora igual e contraria - k (x 2 - x t ) (para 
a esquerda) sobre a particula 2. 

Alem disso, atuam sobre as particulas 1 e 2 as 
forcas gravitacionais [cf. (3.3.6), (3.3.8)], de componen- 
tes tangenciais 




Figura 4.13 — Parametros do sistema 



-mgB^^-mgx^l] = -mo^x x para 1 

-mg6 2 = -mgx 2 /I = -m<BoX 2 para 2 

onde empregamos a (4.6. 1). Logo, desprezando efeitos de amortecimento, as equacoes de 
movimento para as pequenas oscilacoes das duas particulas sao 

jmx! = -ma>lxi + k(x 2 - x, ) 
[mx 2 = -m (BqX 2 - k(x 2 - x, ) 



(4.6.2) 
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ou, dividindo por m e introduzindo 



\K=k/m\ 



obtemos 



Xj + ffljx, = K(x 2 -x l ) 
'x 2 + <fljjx 2 = -K[x 2 - x, ) 



(4.6.3) 



(4.6.4) 



0 sistema tern 2 grans de liberdade (e descrito pelas 2 coordenadas x, e x 2 ). As (4.6.4) sao 
um sistema de duas equacoes diferenciais lineares de 2? ordem acopladas, ou seja, a equac ao 
para x x depende de x 2 e vice-versa. A solucao geral depende de 2 x 2 = 4 constantes arbitrarias, 
de que necessitamos para o ajuste as condiroes iniciais: podemos especificar arbitrariamente 
as posic5es e velocidades iniciais das duas particulas. 

No caso particular da (4.6.4), e muito simples conseguir equacoes desacopladas. Somando 
membro a membro as (4.6.4), obtemos 



(jf 1 + x 2 ) + (i)J(x 1 + x z ) = 0 
e, subtraindo membro a membro, vem 

(x l -x 2 )+^(x l -x 2 ) = 2K(x 2 -x 1 ) 

Se fizermos 



qi =-(x 1 + x 2 ) 



q2 = 2 (x i _x 2 ) 



(4.6.5) 
(4.6.6) 

(4.6.7) 

(4.6.8) 
(4.6.9) 
(4.6.10) 

As (4.6.8) e (4.6.9) sao duas equacoes desacopladas de oscilacoes harmonicas simples, 
com as solucoes gerais 



as (4.6.5) e 4.6.6) ficam, respectivamente, 



\q 2 + of q 2 \ 0 | 



onde 



<D 2 



+ 2K 



k(f)= 






g 2 (f)= 


ApCOsifflpt + ips) | 



Os valores de x, (f) e x 2 (t) se obtem imediatamente das (4.6.7): 



x 1 (t) = q,(t) + g 2 (t) 
x 2 (t) = q 1 (f)-q 2 (f) 



(4.6.11) 
(4.6.12) 

(4.6.13) 



o que corresponde a solucao geral das (4.6.4), dependente das 4 constantes arbitrarias A,, <p x , 
A 2 , <p2, que devem ser determinadas pelas condicoes iniciais. 
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Interpretacao fi'sica 

Vemos que as solucoes (4.6.13) nao correspondem em geral a MHS para x, e x 2 : os 
deslocamentos sao superposicdes de oscilacoes com frequencias diferentes. Entretanto, 
existem duas novas coordenadas q x e g 2 , combinacoes lineares de e x 2 , as quais oscilam 
harmonicamente. Essas coordenadas chamam-se coordenadas normal's. No presente caso, 
elas tem uma interpretagao fi'sica simples: as (4.6.7) mostram que q, e o deslocamento do 
centra de massa, e 2q 2 = x, - x 2 e o deslocamento relativo entre as duas particulas, 
correspondendo a deformacao da mola. Nas coordenadas normals, o sistema se desacopla. 

Para condic5es iniciais apropriadas (veremos logo quais sao), podemos ter 



| A 2 = 0 )x 1 (t) = g l (t) = A 1 cos{m 0 t + <p 


i) = x 2 (r) 


(4.6.14) 


A, = 0 {x 1 (t) = q 2 (t) = A 2 costo 2 t + p 2 


) = -x 2 (t) 


(4.6.15) 



Em ambos os casos, as duas particulas oscilam com a mesma freqiiencia, e esta.o sempre 
em fase ou em oposicao de fase. Cada solucao com estas caracteristicas chama-se um modo 
normai de w'bracao, e para um sistema de dois graus de liberdade temos dois modos normais 
de vibrafao. 

No primeiro modo, que corresponde a (4.6.14), 
temosxj (t) =x 2 (t) ou seja, os deslocamentos dos dois 
pendulos sao iguais, de forma que ele e chamado de 
modo simetrico (Fig. 4.14(a)). Como a mola nao e 
comprimida nem esticada, sua deformacao e forca 
restauradora se anulam: e como se ela nao existisse, e 
por isso cada pendulo oscila com sua freqiiencia livre 

(O 0 . 

Figura 4.14 — Modos normal's No segundo modo, correspondente a (4.6.15), 

temos sempre x, (t) = - x 2 (t): os deslocamentos dos 
dois pendulos sao iguais e contrarios, de forma que ele e chamado de modo antissimetrico 
(fig. 4.14(b)). A forca restauradora da mola soma-se neste caso a forca restauradora da 
gravidade, de modo que a freqiiencia de oscilagao e mais elevada (cf. (3.2.22)]: pela (4.6. 10), e 

B>2 > 0>o- 

A solucao geral (4.6. 13) pode ser considerada como uma superposicao dos modos normais 
de vibragao, excitados com amplitudes e fases que dependem das condicoes iniciais. 

Ajuste das condicoes iniciais 

E facil ver que as condicoes iniciais para o modo simetrico (4.6.14) sao 

x 10 = x 20 ; x 10 = x 20 (4.6.16) 
ou seja, as particulas tern o mesmo deslocamento iniciai e a mesma velocidade inicial, ao 
passo que para o modo antissimetrico (4.6.15) sao 

Xm = -X2o; x w = -x 20 (4.6.17) 
ou seja, os deslocamentos e velocidades iniciais sao iguais e contrarios. Em particular, se os 
dois pendulos sao soltos em repouso, oscilam no modo simetrico para deslocamentos iniciais 
iguais e no antissimetrico para deslocamentos iniciais opostos. 

E interessante examinar a situacao em que os pendulos partem do repouso, mas somente 
um deles e deslocado da posicao de equilibrio: 
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x 10 = a; x 20 = 0; x 10 = i 20 = 0 (4.6.18) 

Para as coordenadas normals (4.6.7), isto corresponde as condicdes iniciais 

%) = <?20 = a/2; g 10 = g 20 = 0 (4.6.19) 

As (4.6.11) e (4.6.12), (3.2.24) a (3.2.27), dao entao: <p r = <fh = 0; A t = A z = a/2, ou seja, 
substituindo nas (4.6.13), 



%(t)= 


^[COS((0 0 t) + COSto 2 t)] 


x 2 m= 


-[cos(ffl 0 t)-cos(ffl 2 r)] 



(4.6.20) 



que sao superposicoes de dois MHS de mesma amplitude e freqiiencias diferentes. 
Pelas (3.5.8) a (3.5.11), 



x,(t) = acos 



A(0 



COS(tt)f) 



(4.6.21) 



onde 



ft) = -(ra 2 + ft) () ) 



(4.6.22) 



Para x 2 (t) a unica diferenca e que o 1° co-seno, na linha seguinte a (3.5.10), troca de sinal, 
o que da 



x 2 (t) = asen 



sen((0t) 



(4.6.23) 



Consideremos, em particular, o caso de acoplamento fraco, em que a forca restauradora 
da mola que une os dois pendulos e pequena, de modo que seja [cf. (4.6.22)] 



K « a>l {Am « a 



(4.6.24) 

Afl) , 



Temos entao [cf. (3.5.12)] a situacao tipica de batimentos, modulados por a cos I — t 



parax,, eporasen I 4r ( I P ara x 2 , ou seja, a modula- 



cao das duas amplitudes esta em quadratura (Fig. 4.15): 
maximos de uma correspondem a zeros da outra. No 
instante inicial, o If pendulo esta no deslocamento 
maximo e o 2° em repouso. A medida que a ampli- 
tude de oscilacao do 1" vai diminuindo, a do 2f vai 
crescendo, ate que o If pendulo para, quando o 2f 
oscila com amplitude maxima. A seguir, o processo 
se repete em sentido inverso, e assim por diante. 

Este processo de transferencia alternativa de 
energia entre os dois pendulos pode ser interpretado 




Figura 4.15 — Batimentos acoplados 
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em termos de oscilacoes forcadas. A oscilacao do pendulo 1, transferida para o pendulo 2 
atraves da mola, atua sobre este como uma forca externa, colocando-o em oscilacao forcada. 
Como os dois pendulos tem a mesma frequencia de oscilac ao livre a> 0 , o processo e ressonante: 
devido a ressonancia, a amplitude de oscilacao do pendulo 2 cresce rapidamente (Fig. 4.7). 
Como a energia total se conserva, a amplitude de oscilacao do pendulo 1 tem de ir diminuindo, 
o que limita o crescimento da amplitude de 2, e acaba levando aos batimentos em quadrature. 



Outros exemplos de osriladores acoplados 

Osciiacoes longitudinals: 

Um sistema muito semelhante ao que acabamos de estudar e o que esta representado na 
Fig. 4.16, onde, na posigao de equilibria d representa 
o comprimento natural das molas (sem deformacao). 

Novamente, ha dois modos normais de vibracao. 
Num deles (modo simetrico), os deslocamentos x, e 
x 2 das duas particulas das respectivas posicoes de 
equiii'brio sao iguais: xj = x 2 . 

Logo (Fig. 4.17), a mola do meio nao sofre 
deformacao, e e como se nao existisse acoplamento: 
as particulas 1 e 2 oscilam com a frequencia livre e> a 
onde 



m k- 



Figura 4A6 — Oscilagoes longitudinals 




Figura 4A7 — Modo simetrico 



\o)i = k I m\ 



(4.6.25) 



e estamos tomando as 3 molas identicas (mesma constante k). 

No outro modo (antissimetrico), temos = - a 2 , 
de modo que a mola do meio sofre uma deformacao 
2x, (Fig. 4.18), e a equacao de movimento (p. ex., para 
a particula 1) fica 

Figura 4.18 — Modo antissimetrico n,^ = _j ofl - 2kx, = -3kx t 

de modo que a frequencia <o 2 deste modo e dada por 




ej=3k/jn = M (4.6.26) 
Comparando com a (4.6.10), vemos que o caso anterior se reduz a este para K = e>l. 



Oscilafdes transversals 

Neste caso, consideramos o mesmo sistema, mas partimos de uma posicao de equilibria- 
em que as 3 molas estao igualmente esticadas, 



Figura 4.19 — Posicao de equiiibrio 
correspondendo a um espacamento a. Se d e o comprimento natural da mola, a magnitude da 
forca restauradora que cada mola exerce sobre cada particula e 

T 0 =Ic(a-d) (4.6.27) 
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e cada particula esta em equili'brio sob a acao de duas forcas iguais e contrarias, T 0 e - T 0 . 
Chamaremos T 0 de tensao das molas. 

Vamos considerar pequenas oscilacoes transversal's do sistema, num dado piano vertical 







1 






















a 




a 





Figure 4.20 — OsciJacao transversal 
(que tomamos como piano xy). 

Supomos portanto |y,| « a, |y 2 | « a, onde yj e y 2 sao os deslocamentos verticals das duas 
particulas em relacao a posicao de equili'brio (na Fig. 4.20, y, > 0 e y 2 < 0). 

Nestas condicoes, o comprimento das molas sofre uma variacao desprezivel, de modo 
que a tensao continua tendo magnitude - r 0 , mas a direcao passa a ter uma componente 
vertical, e e a resultante dessas componentes verticals que atua como forca restauradora 
sobre cada particula. Assim, a mola da esquerda exerce sobre a particula 1 a forca restauradora 
vertical 

F, = -T 0 sene, . -T 0 tg 9, = -r 0 y, / a (4.6.28) 

onde Bi e o angulo entre a mola e a horizontal, que e muito pequeno por hipotese, de modo 
que sen 8, = tg %. 

Analogamente, a mola da extrema direita exerce sobre a particula 2 a forca restauradora 
vertical 

F 2 =-T 0 tge 2 =-r 0 y 2 /a (4.6.29) 
que e dirigida para cima, porque y 2 < 0, no caso da figura. A mola do meio exerce uma forca 
restauradora F 12 sobre a particula 1 e - F 12 sobre a particula 2, onde, analogamente, 

r 0 (yi-y 2 )/a (4.6.30) 

Note que, no caso da Fig. 4.20, y t - y 2 = y, + |y 2 |. 

Por conseguinte, as equacoes de movimento sao 

my, =F, + F 12 = -i[y, + (y, - y 2 )] 

* (4.6.31) 
|my 2 = F 2 - F 12 = - J-[y 2 - (y, - y 2 Vj 

que sao da forma (4.6.4), com x >y,c 



| Q)q = T a /ma = K | (4.6.32) 

Os modos normals de vibracao estao representados esquematicamente (as molas nao 
foram desenhadas) na Fig. 4.21. No modo simetrico (Fig. 4.21(a)), e y, = y 2 , de modo que a 
mola do meio e horizontal, desacoplando as oscilacoes verticals, que tern a freqiiencia livre i» 0 
(pela (4.6.32), a)|ea forca restauradora vertical por unidade de deslocamento e massa). 

No modo antissimetrico (Fig. 4.21(b)), e y, = - y 2 , e as (4.6.31) mostram que a freqiiencia 
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| fflp = 3T 0 / ma = 3a> 0 | 



(4.6.33) 




Figura 4.21 — Modos normals 



como no caso das oscilacoes longitudinals (4.6.26). 

Estes resultados sobre modos normais podem ser 
generalizados as pequenas oscilacoes em torno de 
equilibrio estavel de um sistema com urn mimero 
qualquer de particulas acopladas. Um sistema com N 
graus de liberdade tern N modos normais de vibracao, 
cada um deles associado a uma freqiiencia de 
oscilacao comum de todas as particulas. A solucao 
geral e a superposicao de todos os modos normais. 
Assim, para 2 particulas acopladas, cada uma podendo deslocar-se em 3 dimensoes, ha 6 
graus de liberdade. Destes, 2 correspondem aos modos longitudinals da pg. 92 (direcao x) e 4 
aos modos transversals (2 na direcao y, que acabamos dc considerar, e 2 na direyao z). 

A Fig. 4.22 ilustra os 4 modos de vibracao trans- 
versal na direcao y de um sistema de 4 particulas 
identicas acopladas por molas tambem iguais, que 
generalizam os modos de 2 particulas considerados 
na pg. anterior. Os modos foram numerados (n = 1, 2, 
3 e 4) em ordem de freqiiencia crescente. Conforme 
vemos pelas (4.6.28) a (4.6.30), quanta maiores os 
angulos formados pelas molas com o eixo horizontal, 
maior a forca restauradora por unidade de des- 
locamento e massa, o que justifica a afirmacao de que 
os modos da fig. ao lado estao ordenados segnndo 
freqiiencias crescentes. 




Figura 4.22 — Modos transversals de 4 
particuias 



PROBLEMAS DO CAPITULO + 

1. Verifique que a (4.2.17) e solucao da (4.1.2) para m 0 = y/2, e que a (4.3.20) satisfaz a equacao 
diferencial (4.3.4) e as condic5es iniciais (4.3.17). 

2. Um oscilador harmonico amortecido tern um fator Q = 10. Partindo da posicao de 
equilibria e-lhe comunicada uma velocidade inicial de 5 m/s. Verifica-se que a energia 
total do oscilador diminui numa taxa, por segundo, igual a 4 vezes sua energia cinetica 
instantanea. Calcule o deslocamento x do oscilador (em m) em funcao do tempo t (em s). 

3. Seja r a razao entre dois maximos consecutivos do deslocamento de um oscilador livre 
fracamente amortecido (7 « w 0 ). 0 parametro d= |ln r| chama-se decremento logaritmico. 
(a) Relatione 5 com a constante de amortecimento 7 e com 0 periodo ido oscilador. (b) 
Seneo mimero de periodos necessario para que a amplitude de oscilagao caia a metade 
do valor inicial, ache S. 
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4. Um oscilador criticamente amortecido, partindo da posicao de equili'brio, recebe urn 
impulso que lhe comunica uma velocidade inicial v 0 . Verifica-se que ele passa por seu 
deslocamento maximo, igual a 3,68 m, apos 1 segundo. (a) Qual e o valor de v 0 ? (b) Se o 
oscilador tivesse um deslocamento inicial x 0 = 2 m com a mesma velocidade inicial v 0 , 
qual seria o valor de x no instante t? 

5. Uma particula de massa m move-se na direcao z no interior de um fluido, cuja resistencia 
de atrito e da forma - pz ou seja, e proporcional a velocidade (p > 0). A forca peso e 
desprezivel em confronto com a resistencia de atrito durante o intervalo de tempo 
considerado. Dadas a posicao inicial z 0 e a velocidade inicial v 0 , ache z (f). 

6. Para pequenas particulas em queda livre na atmosfera, a resistencia do ar e proporcional 
a velocidade, ou seja, orientando o eixo z verticalmente parabaixo, e da forma -pz(p>0). 
Considere a queda livre de uma tal particula a partir de uma posicao inicial z 0 e velocidade 
inicial v 0 , levando em conta a forca peso (ao contrario do Problema 5). Ache z (f). Sugestao-. 
Usando o metodo da Secao 4.3 (a), procure uma solucao particular da equacao diferencial 
de movimento, que e inomogenea. Para isto, leve em conta que, para tempos grandes, a 
particula tende a cair com velocidade constante (por que?), que se chama velocidade 
terminal. 

7. Um oscilador nao amortecido de massa m e frequencia propria co 0 move-se sob a apao de 
uma forca externa F = F 0 sen (tut), partindo da posicao de equilibrio com velocidade 
inicial nula. Ache o deslocamento x (f). 

8. Um oscilador nao amortecido de massa m e frequencia propria m 0 move-se sob a acao de 
uma forca externa F = F 0 exp (- fit), onde p* > 0 e uma constante. Inicialmente, o oscilador 
encontra-se em repouso na posicao de equilibrio. Ache o deslocamento x (t). Sugestao: 
Use o metodo da Segao 4.3 (a), procurando uma solucao particular da equacao diferencial 
inomogenea de comportamento analogo ao de F. 



9. Um bloco ciibico de 10 cm de aresta e densidade 
8 g/cm 3 esta suspenso do teto por uma mola de 
constante elastica 40 N/m e comprimento rela- 
xado de 0,5 m, e mergulhado dentro de um fluido 
viscoso de densidade 1,25 g/cm 3 . Na situacao 
considerada, a resistencia do fluido e propor- 
cional a velocidade, com coeficiente de propor- 



0 











cionalidade p = 2 N.s/m. Inicialmente em equi- FiguraP.l 
librio, o bloco e deslocado de 1 cm para baixo e 

solto a partir do repouso. Com origem no teto e eixo z vertical orientado para baixo (fig. 
P.l), determine a coordenada z da extremidade superior do bloco em funcao do. 
tempo. 

10. Para um oscilador de massa m, frequencia livre (o 0 e constante de amortecimento y, sujeito 
a forca externa F = F 0 cos (.cot) , calcule: (a) O valor exato de m para o qual a amplitude de 
oscilacao estacionaria A e maxima, e o valor maximo de A; (b) O valor exato de m para o 
qual a velocidade tern amplitude coA maxima, e o valor do maximo. 
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Capitulo 4 - OSCILACOES AMORTECIDAS E FORCADAS 




Figura P.2 



Figura P.3 



1 1 . Uma pessoa esta segurando uma extremidade A 
de uma mola de massa desprezivel e constante 
elastica 80 N/m. Na outra extremidade B, ha uma 
massa de 0,5 kg suspensa, inicialmente em 
eqiiilibrio. No instante t = 0, a pessoa comeca a 
sacudir a extremidade A (fig. P.2), fazendo-a 
oscilar harmonicamente com amplitude de 5 cm 
e periodo de 1 s. (a) Calcule o deslocamento z da 
massa em relacao a posicao de equilibrio, para t 
> 0. (b) Calcule a forca total F (f) exercida sobre a 
extremidade A para t > 0. 

12. Urn bloco de 1 kg, ligado a uma parede vertical 
por uma mola de massa desprezlvel e constante 
elastica 100 N/m, inicialmente relaxada, pode 
deslocar-se sobre uma superficie horizontal com 
coeficiente de atrito (estatico e cinetico) fi = 0,25. 
No instante t = 0, o bloco e deslocado de 24,5 cm 
para a direita e solto a partir do repouso. Descreva o movimento subseqiiente. Observagao: 
Como a forca de atrito tem sinal oposto ao da velocidade, e preciso tratar separadamente 
cada semiperiodo de oscilacao. 

13. Seja x = a cos (rat) + h sen (rat) a solugao estacionaria para o movimento de um oscilador 
amortecido sob a acao da forca F = F 0 cos (rat). Mostre_que somente a componente em 
quadrature contribui para a potencia media P. Calcule P. 

14. Duas partfculas de mesma massa, igual a 250 g, 
estao suspensas do teto por barras identicas, de 
0,5 m de comprimento e massa desprezivel, e 
estao ligadas uma a outra por uma mola de 
constante elastica 25 N/m. No instante t = 0, a 
particula 2 (fig. P.4) recebe um impulso que lhe 
transmite uma velocidade de 10 cm/s. Determine 

os deslocamentosx, (t) ex 2 (t) das posigoes de equilibrio das duas particulas (em cm) para 
t>0. 

15. Duas particulas de mesma massa m (fig. P.5) 
deslocam-se com atrito desprezivel sobre uma 
superficie horizontal, presas por molas de 
constante elastica fc a paredes verticals e ligadas 
uma a outra por uma mola de constante elastica 
K. Inicialmente, com as particulas em repouso 
na posigao de equilibrio, comunica-se uma velocidade v a particula 2 atraves de um 
impulso. Ache os deslocamentos Xi (f) e x 2 (t) das duas particulas das respectivas posicoes 
de equilibrio, para t > 0. 

16. Dois pendulos identicos, formados por particulas de massa m suspensas por barras de 
massa desprezivel e comprimento I, estao ligados um ao outro por uma mola de massa 
desprezivel e constante elastica k, inicialmente relaxada, com os pendulos na posicao 
vertical de equilibrio (Fig. P.4). Aplica-se a particula 2 uma forca F = F 0 cos (rat), (a) Obtenha 
a solucao estacionaria para os deslocamentos x, (t) e x 2 (t) das duas particulas. (b) Trace 
graficos representando o andamento das amplitudes de oscilacao das duas particulas 
em funcao de ra. 





Figura P.5 
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17. Um modelo classico para a molecula de C0 2 e 
constitm'do por duas particulas identicas de 
massa M ligadas a uma parti'cula central de massa 
m por molas identicas de constante elastica k e 



M k 


m k M 






1— X, 





massa desprezivel. Sejam x,, x 2 e x 3 os desloca- Figura P.6 
mentos das tres particulas a partir das respectivas 

posicoes de equilibrio (fig. P.6). (a) Escreva as equacoes de movimento para x v x 2 e x 3 e 
verifique que o centra de massa do sistema permanece em repouso ou em movimento 
retilineo uniforme. (b) Obtenha as equacoes de movimento para as coordenadas relativas, 
x 2 - x\ = I e x 3 - x, = r\. (c) A partir de (b), calcule as freqiiencias angulares de oscilacao 
associadas aos dois modos normais de vibracao do sistema. Interprete fisicamente estes 
dois modos, caracterizando os tipos de oscilacao das massas a eles associados. (d) Aplique 
este modelo a molecula de C0 2 , calculando a razao entre as duas freqiiencias de modos 
normais de vibracao para esta molecula. Tome as massas do carbono e oxigenio como 12 
e 16, respectivamente, em unidades de massa atomica. 

18. Uma parti'cula de massa m esta ligada por uma 
mola de constante elastica k e massa desprezivel 
a outra parti'cula de mesma massa, suspensa do 
teto por urna mola identica a anterior (Fig. P.7). 
Inicialmente o sistema esta em equilibrio. Sejam 
Zj e z 2 deslocamentos, a partir das respectivas 
posicoes de equilibrio, das particulas 1 e 2, com 
o eixo dos z orientado verticalmente para baixo. 
(a) Escreva as equacoes de movimento para z t e 
z 2 . (b) Obtenha os modos normais de oscilacao Fi £" Jra R7 

vertical do sistema. Para isto, considere uma nova coordenada q, combinacao linear de 
Z\ e z 2 : q = oz-i + /3z 2 . Escreva a equacao de movimento para q e procure determinar os 
coeficientes a e /J de tal forma que esta equacao para q se reduza a equacao de movimento 
de um oscilador harmonico simples. Voce obtera duas solucSes, q i e q 2 , que se chamam 
as coordenadas normais (Secao 4.6). Calcule as freqiiencias angulares de oscilacao a), e 
associadas aos dois modos normais do sistema. 
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ON DAS 



5.1 — O conceito de onda 

0 estudo de fenomenos ondulatorios, que vamos abordar agora, esta ligado a alguns dos 
conceitos mais importantes da fisica. Um dos mais fundamentals e o proprio conceito do que 
e uma onda. 

Na experiencia quotidiana, as ondas mais familiares sao provavelmente as ondas na 
superficie da agua, embora constituam um dos tipos mais complicados de onda. 

Num sentido bastante amplo, uma onda e guaiquer sinal que se transmite de um pontoa 
outro de um meio, com velocidade definida. Em geral, fala-se de onda quando a transmissao 
do sinal entre dois pontes distantes ocorre sem que haja transporte direto de materia de um 
desses pontes ao outro. 

Assim, para uma onda na superficie da agua, podemos associar o sinal, por exemplo, 
com uma crista, onde a elevacao da agua e maxima. A onda transporta energia e momenta: 
uma onda provocada por uma lancha, deslocando-se sobre a superficie tranqiiila de um lago, 
sacode um barco distante ao atingi-lo. Entretanto, nao existe transporte direto de uma dada 

massa de agua da lancha ate o barco. Um pequeno 
objeto flutuante mostra como se move a superficie da 
agua na passagem da onda: para cima e para baixo, 
para a frente e para tras. mas permanecendo em 
media na mesma posicao: e a forma da onda (no caso, 
a crista) que se propaga de um ponto a outro sobre a 
superficie. 

Outro exemplo esta ilustrado na Fig. 5.1: uma 
fileira de dominos inicialmente colocados em pe e 
atingida por um impulso aplicado ao primeiro domino 
(Fig. 5.1(a)); eles vao caindo sucessivamente (Figs. 
5.1(b) ate (f)), e o impulso se propaga como uma onda 
ao longo da fileira, do primeiro ate o ultimo domino, 
sem que cada um deles praticamente saia do lugar. 

A Fig. 5.2 ilustra a propagacao de um onda de 
compressao ao longo de uma mola, que esta em equi- 
librio na Fig. 5.2(a) e tern a extremidade subitamente 
comprimida em (b). Note que logo apos as espiras 
comprimidas ha algumas "rarefeitas", ou seja, com 
espacamento maior que na posicao de equilibrio. 
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Figure 5.1 — Exemplo de onda 
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Figrura 5.2 — Onda longitudinal 
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Assim, a onda de compressao e seguida por outra de rarefacao. Se acompanharmos o 
movimento de uma dada espira (por exemplo, a primeira), vemos que ela se desloca para a 
direita e depois para a esquerda, retornando a posicao de equilibrio (movimento na direcao x 
da Fig. 5.2). 

Este e urn exemplo de uma onda longitudinal em que a perturbacao transmitida pela 
onda (compressao ou rarefacao) tem lugar ao longo da diregao de propagagao (x) da onda. As 
ondas sonoras na atmosfera, que estudaremos mais adiante, sao ondas longitudinals deste 
tipo, em que a perturbacao consiste em compressoes e rarefacoes da atmosfera. 

Na Fig. 5.3, esta representada uma corda esticada, 
a cuja extremidade se aplica um impulso, sacudindo- 
a para cima e para baixo (Figs. 5.3(a) e (b)). 0 pulso se 
propaga como uma onda ao longo da corda, na 
direcao x (Figs. 5.3(b) a (d)). Cada ponto da corda oscila 
para cima e para baixo, ou seja, a perturbacao e um 
deslocamento na direcao y, perpendicular a direcao 
de propagagao da onda. Uma onda com esta proprie- 
dade chama-se uma onda transversal 

Um exemplo extremamente importante de ondas 
transversals sao as ondas eletromagneticas, em que 
os campos eletrico E e magnetico B em cada ponto 
oscilam mantendo-se sempre perpendiculares a 
direcao de propagacao (Fig. 5.4). As ondas de luz, da 
mesma forma que as de radio, sao ondas eletromag- 
neticas. 0 meio onde as ondas se propagam, neste 
caso, nao precisa ser um meio material: pode ser o 
vacuo. 

As ondas sismicas, que se propagam no interior 
da Terra, sao mais complicadas: ha ondas de compressao, como as ondas sonoras num fluido, 
que sao longitudinals; mas tambem ha ondas associadas a tensao tangenciais (cisalhamento), 
que sao ondas transversais, e os dois tipos de ondas se propagam com velocidades diferentes. 
As ondas na superfine da agua nao sao nem longitudinals nem transversais: particulas na 
vizinhanca da superficie descrevem trajetorias aproximadamente circulares, com componentes 
tanto na direcao de propagacao como perpendiculares a ela. 




Figura 5.3 — Onda transversal 
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Figura 5.4 — Onda eletromagnetica 



5,2 — Ondas em uma dimensao 

Vamos iniciar o estudo das ondas abordando o caso mais simples, em que as ondas se 
propagam apenas ao longo de uma direcao. E o caso das ondas transversais em uma corda. 



(a) Ondas progressivas 

0 perfii da onda na corda num dado instante t e a 
forma da corda nesse instante, que e dada pela fun- 
caoy [x, t). A Fig. 5.5(a) ao lado da o perfii y(x, 0)para 
t = 0, e a Fig. 5.5(b) da o perfii no instante t. A 
perturbacao e uma onda progressiva (ou onda 
caminhante), que se desloca como um todo para a 
direita, sem mudar de forma, com velocidade v. Figura 5.5 — Onda progressiva para a 

direita 



y(x,0)=yV,0) (a) 



0=0' 

| y (*,') t y'(x',t) (b) ■ 
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Por conseguinte, se acompanharmos a onda em outro referential inercial O'xy, que 
coincide com Oxy para t = 0, mas se desloca(Fig. 5.5) com a velocidade v da onda aolongode 
Ox, o perfil da onda nao muda com o tempo nesse novo referencial, ou seja, 

y'(x',t) = y'(x',0) = f(x') (5.2.1) 

c uma funcao somente de h J . 

A relagao entre os dois referenciais e dada por uma transformacao de Galileu (1, Secao 

13.1) 

x' = x-vt, y' = y (5.2.2) 
de modo que, no referencial original, 

| y(x,t) = f(x^vt)} (5.2.3) 
descreve uma onda progressiva, que se propaga para a direita com velocidade v. 

E importante compreender bem o significado da (5.2.3). Ela significa que y, funcao das 
duas variaveis x e f, so depende dessas variaveis atraves de xf -x-vt, podendo ser uma 
funcao qualquer de xf. Por exemplo, cos (kx 1 ) = cos Uc(x- vfl] e uma funcao desse tipo, ao passo 
que cos (fcx) cos (Jcvt) nao e. 
A (5.2.3) implica que 

y(x,f) = y(x + Ax,t + At) para Ax = vAt (5.2.4) 
ou seja, o perfil da onda no instante t + At e o perfil no instante t, deslocado de uma distancia 
Ax = vAX para a direita. 

Podemos igualmente descrever uma onda pro- 
gressiva que se propaga para a esquerda (Fig. 5.6), 
bastando para isso trocar v -» - v: 



F/gura 5.6 — Onda progressiva para a y(x,t) -g(x + vt) | (5.2.5) 

esquerda 

Nesta expressao, novamente, g (x") representa uma funcao arbitraria de seu argumenlo 
x" = x + vt, que descreve o perfil da onda num dado instante. 

Numa corda, podemos ter ondas progressivas propagando-se somente num sentido (para 
a direita ou para a esquerda) enquanto tais ondas nao atingem as extremidades da corda. Ao 
atingir uma extremidade, conforme discutiremos mais adiante, uma onda progressiva num 
sentido e geralmente refletida, gerando outra onda progressiva em sentido oposto. Por 
conseguinte, numa corda finita, teremos em geral, simultaneamente, ondas progressivas 
propagando-se nos dois sentidos, para a direita e para a esquerda, ou seja, 

ly(x,t) = f(x-vf)+g(x + vf)| (5.2.6) 

Podemos considerar ondas somente num sentido, durante intervalos de tempo apre- 
ciaveis, numa corda suficientemente longa, ou para qualquer tempo no caso limite ideal de 
uma corda infinita. 

(b) Ondas harmonicas 

Urn caso particular extremamente importante e o de ondas harmonicas, assim chamadas 
porque a perturbacao, num dado ponto x, corresponde a uma oscilacao harmonica simples. 
0 perfil da onda e uma funcao senoidal: 
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f(x') = Acos(kx' + S) (5.2.7) 
onde x" e dado pela (5.2.2) para uma onda progressiva que se propaga para a direita: 

y(x,t) = Acos[k[x-vt)+S] (5.2.8) 
Comparando com a (3.2.16), vemos que a freqiiencia angular de oscilacao, num dado 
ponto x, e 



m = kv = 2kv = Zk I r 



onde v e a freqiiencia eteo periodo temporal. 
Substituindo na (5.2.8), vemos que 



| y(x,t) = Acos{kx-iot + S) 



(5.2.9) 



(5.2.10) 



Podemos gerar uma onda deste tipo, como 
mostra a Fig. 5.7, fazendo oscilar a extremidade da 
corda com MHS. (y (0, f) esta representado como 
funcao do tempo no grafico, Fig 5.8.) A Fig. 5.7 mostra 
o perfil da onda nos instantes tet + At, quando tera 
sofrido urn deslocamento para a direita de Ax = vAt. 

Como funcao de x, vemos que o perfil e senoidal, 
ou seja, periodico, com periodo espacial 



y ?(■*.') yfel+A/) Ax = vAr 


[#'--- 








- X - 







Figura 5.7— Onda harmonica 



(5.2.11) 




Figura 5.8 — Periodo temporal 



que se chama o comprimento de onda e representa, 
por exemplo, a distancia entre duas cristas de onda 
(ou dois vales) consecutivos. 

Substituindo a (5.2.11) na 5.2.9.), obtemos 

\X = vr \ (5.2.12) 

o que exprime o fato obvio de que a onda se desloca de Ax = X durante um periodo At = t. 

Da mesma forma que a freqiiencia v = Mr da o numero de oscilacoes por unidade de 
tempo, 

a = VX 

da o numero de comprimentos de onda por unidade de comprimento, e chama-se numero de 
onda. 0 analogo espacial da freqiiencia angular e to - 2w e Jc = 2m= ZitlX, que seria o numero 
de onda angular. Entretanto, e comum chamar Jc simplesmente de numero de onda (onao e 
muito usado), e adotaremos essa terminologia. 
0 argumento do co-seno na (5.2.10) 

<plx,t) = kx-ot+8 (5.2.13) 

chama-se fase da onda, e S e a constante de fase. Medindo a fase em rad e X em m, o numero 
de onda k se mede em rad/m (ou simplesmente m" 1 ) e m em rad/s (ou s" 1 ). A amplitude de 
oscilacao A na (5.2.10) chama-se amplitude da onda. 

Se acompanharmos o deslocamento com o tempo de um ponto onde a fase e constante, 

p(x,t) =%= constante (5.2.14) 
teremos, derivando a (5.2.14) em relagao ao tempo, 
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^ = i*L- (8 = 0 (5.2.15) 
dt dt 

ou seja, 

(5.2.16) 



dx a 

— = — = v - vl 
dt k 



Urn ponto onde a fase e constante (correspondendo, por exemplo, a uma dada crista de 
onda, como <p = Zn), desloca-se portanto com a velocidade v da onda; por isto, v e chamado de 
velocidade de fase. 

Podemos tambem escrever a expressao (5.2.10) de uma onda harmonica usando notacao 
complexa (3.4.43), como 

\ylx,t) = RelAe iftx -<°>* s) l\ (5.2.17) 

Uma onda harmonica e tambem conhecida como onda monocromatica, porque, para 
uma onda de luz (eletromagnetica), uma frequencia ou comprimento de onda determinado 
corresponde a uma cor pura (na decomposicao espectral da luz solar por um prisma, diferentes 
cores estao associadas a comprimentos de onda distintos). 

fi importante familiarizar-se bem com todas as relacoes entre os parametros caracteristicos 
de ondas harmonicas, que sao de emprego muito freqiiente. 



(c) A equacao de ondas imidimeusional 

Consideremos a expressao geral (5.2.3) de uma onda progressiva que se propaga para a direita: 
y(x,t) = f(x'), x' = x-vt (5.2.18) 
Para associar uma equacao de movimento com a propagacao da onda, vamos calcular a 
aceleracao num dado ponto x. A velocidade e a aceleracao em x se obtem fixando x e derivando 
em relacao ao tempo, o que corresponde a tomar derivadas parciais. No caso da corda, por 
exemplo, a velocidade com que o ponto x se desloca verticalmente na direcao y no instante t 
e 

velocidade =— y(x,r) (5.2.19) 
dt 

e a aceleracao e 

aceleracao = — y(x,f) (5.2.20) 
dt 

Pela (5.2.18), y so depende de t atraves da variavel x'= x - vt (funcao de funcao), de modo 
que as derivadas se calculam pela regra da cadeia: 

dl = dlK = ^ v ^L (5.2.21) 
dt dx' dt dx' 

onde usamos dx' I dt = |- (x - vt) = -v . Analogamente, 
St 

dt 2 ~ 



(df' s 




'df\ 
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ou seja, 



df " 



, d'f 
dx' 2 



(5.2.22) 



Por outro lado, como dx'/dx = — [x- vt) = l, temos 
dx 

dy _ df dx' = df \d 2 y _ d 2 f dx' _ d 2 f 
dx dx' dx cfx'jgx 2 dx 2 dx dx' 2 

Comparando as (5.2.22) e (5.2.23), vemos que y [x, t) satisfaz a equacao 



v 2 dt 2 ~dx 2 ' 



(5.2.23) 



(5.2.24) 



que se chama eguapao de ondas unidimensional e e uma das equacoes fundamentais da fisica. 

Se tomarmos, em lugar da (5.2.18), uma onda progressiva que se propaga para a esquerda, 
como a (5.2.5), 

y(x,t) = g(x"), x" = x + vt (5.2.25) 

isto equivale a trocar v-*-fei'-)x"na (5.2.21), mas as (5.2.22) e (5.2.23) permanecem 
validas, com x' >.\". Logo, a (5.2.25) tambem e solucao da equacao de ondas unidimenstonal, 
e e imediato que o mesmo vale para a (5.2.6). 

A equacao de ondas unidimensional e uma equacao a derivadas parciais tinear de 2? 
urdem. Anles de discutir suas solucoes de forma mais detalhada, vamos mostrar que as 
oscilacoes transversais de uma corda vibrante sao realmente governadas por esta equacao. 



5,3 — A equacao das cordas vibrantes 

(a) Equacao de movimento 

Vamos considerar vibracoes transversais de uma corda distend/da, como as que encontramos 

em instrumentos musicais de cordas (violino, piano, violao, harpa, ...). 

Tomaremos aposicaode equih'brio horizontal da 

corda como direcao Ox (Fig. 5.9); nesta situagao, a 

porcao da corda a esquerda de um ponto qualquer 

dado exerce sobre a pore ao da direita uma forca - T 

dirigida para a esquerda, e equilibrada pela forca T 

com que a porcao da direita atua sobre a da esquerda. _. _ „ _ . . 

T t jl,. . ~ m , . , Figura 5.9 — Tensao da corda 

Isto define a tensao Tde equihbno, constante ao longo 

da corda, que e suposta uniforme. 

Seja p, a densidade linear de massa da corda: um elemento de comprimento infinitesimo 

Ax da corda possui entao a massa 

Am = iiAx (5.3.1) 

Um deslocamento transversal de um ponto da corda teria geralmente duas componentes 
(y e z), mas vamo-nos limitar a deslocamentos num dado piano, que podemos tomar como 
piano Oxy. 
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0 deslocamento de um ponto x da corda de sua posicao de equilibrio sera entao y (x, t). 
Podemos pensar na corda como um caso limite de um sistema de particulas acopladas por 
molas (que transmitem a tensao), analogo aos que foram considerados na Secao 4.6. Vamo- 
nos limitar a pequenos deslocamentos da posicao de equilibrio, de tal forma que, como no 
exemplo da pg. 93, a variacao de comprimento da corda e desprezivei, e a magnitude da 
tensao permanece igual a T, com muito boa aproximajao. Como naquele caso, as forcas que 
atuam sobre um elemento Ax da corda serao devidas a variacao de direcao da tensao, que 
introduz uma componente transversal de forca restauradora na direcao y. 

Conforme mostra a Fig. 5.10, a componente y da 
tensao no ponto x + Ax, devida a porcao da corda a 
direita de x + Ax, e dada por 




1 



Figura 5.10 

tensao 



- Variacao de direcao da 



Tsene = Ttgfl = T^ 



(5.3.2) 



onde 8 e o angulo entre a tangente a corda e o eixo 
Ox e, como no caso da pg. 93, a aproximacao de 
pequenos deslocamentos implica 0« 1, de modo que sen 0=tg 6, que e o coeficiente angular 
do perfil da corda, dado por dy/dx. 

Na (5.3.2), todas as grandezas sao calculadas no ponto x + Ax da corda. No ponto x, 
conforme mostra a Fig. 5.10, temos uma forca analoga mas de sinal contrario, devida a porcao 
da corda a esquerda de x. Logo a forca vertical resultante sobre o elemento Ax da corda e 
dada por 



T^(x + Ax,t) 

dx 



'if (x,fh 

dx 



TAx 



f (x + Ax,t)-^(x,t) 
dx dx 



(5.3.3) 



J 



onde o 1? termo e a forca (5.3.2) no ponto x + Ax e o 2.° termo e a forca analoga no ponto x. 
Para Ax infinitesimo, lembrando a definicao de derivada parcial (1, Secao 7.4), a expressao 

d 2 

entre colchetes na (5.3.3) pode ser substituida por — -y(x,t), de modo que obtemos 

dx 



Forca vertical sobre Ax 



= T%(x,t)Ax 
dx 2 



(5.3.4) 



Pela 2." lei de Newton, esta forca e o produto da massa de Ax, dada pela (5.3.1), pela 
aceleracao desse elemento da corda, dada pela (5.2.20). Logo, a equacao de movimento da 
corda e 



uAx 



Hx,t) = 

3t 2 . dx 



-)2 

T^4-(x,t)Ax 



Ai7] aceleragao vertical forca vertical sobre Ax 



ou seja, 





-A 


%t 2 


dx 2 



o que equivale a equacao de ondas unidimensional (5.2.24), com 



(5.3.5) 



(5.3.6) 



53 - A EQUACAO DAS CORDAS VIBRANTES 
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como expressao da velocidade de propagacao. 

A (5.3.5) e a celebre equagao das cordas vibrantes, obtida por Euler e D'Alembert por 
volta de 1750. A velocidade de onda (5.3.6) e tanto maior quanto maior a tensao e menor a 
inertia (massa por unidade de comprimento) como seria de esperar. Para uma corda com 
H = lOg/m = 10" 2 kg/m e T = 100 N, obtemos v = 100 m/s. 

Podemos tambem obter a expressao da velocidade de onda por outro metodo, admitindo 
que ja se conheca a possibilidade de propagacao de ondas progressivas de velocidade v sobre 
a corda e procurando determinar v. 

Suponhamos que um pulso, cuja forma podemos aproximar por urn pequeno arco de 
circulo de raio r e abertura angular 2A8 « 1, se propaga para a direita com velocidade v, o 
resto da corda permanecendo em equilibrio, no referencial inercial S considerado. 

Como vimos a pg. 99, se passarmos para outro 
referencial S', que se desloca para a direita com 
velocidade v em relacao a S, veremos o pulso "con- 
gelado" sempre na mesma posicao emS',eea corda 
que "escorrega atraves" do pulso, deslocando-se com 
velocidade - v, para a esquerda (Fig. 5.11). Como as 
forcas nao se alteram pela transformacao de Galileu 
(1 , Secao 13.1), a forca resultante sobre o elemento AJ 
= 2rA9 da corda continua sendo vertical (voltada para 
o centra O do arco de circulo na Fig.) e dada por 





-V 










T 


\A8;A8// x r 








0 



Figura 5.11 — Pulso na corda 



Tsen (Afi) + Tsen (A0) = 2TA6 = 2T 



(5.3.7) 



Em S', o elemento AJ descreve um movimento circular uniforme de velocidade v (Fig.), de 
modo que tern uma aceleragao centripeta v'/i: e a 2. a lei de Newton se escreve, com a forca 
dada pela (5.3.7), 



T — = Am- 



(5.3.8) 



o que da v 2 = Tip, concordando com a (5.3.6). 



(b) Solucao geral 

As condicoes iniciais para a equacao de movimento da corda consistem em dar o deslocamento 
initial y (x, 0) e a velocidade initial [cf. (5.2.19)] dy/dt [x, 0) de cada um de seus pontos 



y(x,0) = y 0 (x) 



it 



(x,0) = y,(x) 



Condicoes iniciais 



(5.3.9) 



onde y 0 (x) e y ( (x) sao duas funcoes que podemos escolher arbitrariamente. Logo, devemos 
esperar que a solucao geral da equacao de ondas unidimensional dependa de duas fungoes 
arbitrarias- 

A (5.2.6) e solucao e depende das duas funcoes arbitrarias f e g. Logo, deve representar a 
solucao geral: 



y(x,t)=f(x-vt)+g(x + vf) 



(5.3.10) 
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ou seja, a solucao geral da equacao de ondas unidimensional e a superposigao de ondas progres- 
sivas propagando-se nos dois sentidos {para a direita e para a esquerda). Esta solucao e devida 
a D'Alembert. 



Exemplo: Suponhamos que a corda sofra um deslocamento initial y 0 (x), mas seja solta em 
repouso, ou seja, y t (x) = 0 nas (5.3.9). SubsliLuindo a (5.3.10) nas (5.3.9), obtemos entao, com o 
auxi'lio da (5.2.21), 



y(x,0) = f(x) + g(x) = y o (x) 

^(x,0) = -v 4- f M+ v = v-^-lg(x) - f (x)l = 0 
at dx dx dx 



(5.3.11) 
(5.3.12) 



A (5.3. 12) e satisfeita se tomarmos g (x) = f (x) (somar uma constants nao altera a solucao), 
e a (5.3.11) da entao: 



f(x) = g(x) = -y 0 (x) 



e a solucao (5.3.10) fica neste caso 



y(x, f ) = -[y„ (x - vr) + y 0 (x + vt)] 



(5.3.13) 



(5.3.14) 



(a) ( = 0 




(b) 




(c) 




i'c) 









Um exemplo espetifico, em que y 0 (x) e um pulso 
de forma triangular, esta ilustrado na Fig. 5.12(a) a 
(d), que mostram a evolucao temporal a-partir de 
t = 0. 0 pulso inicial se descompoe em 2 pulsos identi- 
cos (cada um com a metade da amplitude), que se pro- 
pagam com velocidade v em sentidos opostos, de 
conformidade com a (5.3.14). Esta solucao permanece 
valida enquanto os pulsos nao atingem as extremi- 
dades da corda. 



Figura 5.12 — Pulso triangular 
(c) O prinripio de superposicao 

Sejam y t (x, t) e y 2 (x, t) duas solugoes quaisquer da equacao de ondas unidimensional (5.2.24) 



\y(x,t) = ayi(x,t) + hy 2 (x,t) 



(5.3.15) 

uma combinacao linear qualquer dessas solucoes (a e b sao constantes arbitrarias; [cf. (3.2.14)]). 
Como 

J( a y 1 + b y 2 , = a§i + b^ 
jj (ay , + by z ) = a ^ + b ^ 
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e imediato que a (5.3.15) tambem e solucao da (5.2.24), o que e conseqiiencia da linearidade 
dessa equacao. 

Vale portanto para a equacao de ondas unidimensional o principio de superposigao: 
qualquer combinacao linear de solucdes tambem e solugao. Esta propriedade e extremamente 
importante Um exemplo imediato e a (5.2.6), que e combinacao linear das (5.2.3) e (5.2.5). 

A Fig. 5.13 mostra outro exemplo de aplicacao 
do principio de superposicao. Em (a), dois pulsos tri- 
angulares iguais e contrarios caminham em sentidos 
opostos. Em (b), os dois pulsos estao superpostos e 
se cancelam mutuamente: o perfil da corda coincide 
com a posicao de equilibrio. Em (c), um pulso ultra- 
passou o outro apos a "colisao", prosseguindo como 
se nada tivesse acontecido. A situacao (b) e um 
exemplo de interferencia destrutiva entre dois pulsos. 

. j . . . . u ., Fiflura 5.13 — Interferencia destrutiva 

Um exemplo de interferencia construtiva se obtem 

invertendo o sentido de propagacao dos dois pulsos na Fig. 5.12(d). A propagacao se da na 

sequencia inversa: (d) -> (b) -> (c) -> (a). Os pulsos se interpenetram e em (a) temos interferencia 

construtiva: o pulso resultante tern o dobro da amplitude dos pulsos componentes. 




5.4 Intensidade de uma onda 

Conformefoi mencionado na Secao 5. \, uma onda progressiva transporta energia. Para gerar 
a onda harmonica progressiva ilustrada na Fig. 5.7, e preciso realizar trabalho, para fazer 
oscilar a extremidade da corda com MHS. A energia correspondente e transmitida a corda e 
se propaga com a onda, podendo ser comunicada, por exemplo, a uma particula colocada na 
outra extremidade da corda. Vamos calcular a energia transmitida pela onda, por unidade de 
tempo, atraves de um ponto x qualquer da corda. 

Num dado instante t, a porcao da corda a esquer- 
da de x atua sobre um elemento da corda no ponto x 
(Fig. 5.14) com uma forga transversal 



if u,t; 



(5.4.1) 




Figura 5.14 — Forga transversa! 



0 trabalho realizado sobre esse elemento por 
unidade de tempo [potencia instantanea: 1, Sec ao 7.6), que corresponde a energia transmitida 
atraves de x por unidade de tempo, e o produto da forca pela velocidade (5.2.19), ou seja, 



P(x,t)=R 



3y. 



_ T 3y <fy 

dx df 



(5.4.2) 



Para a onda harmonica progressiva (5.2.10), temos 3y/dx = - ic4 sen <p, dy/dt = + mA sen <p 
onde <p e dado pela (5.2.13). Logo, 

P{x,t) = cokTA 2 sen 2 {kx-wt + 8) (5.4.3) 
que oscila com o tempo (e com x). Em geral nao interessa o valor instantaneo, e sim a media 
sobre um periodo, que chamaremos de intensidade I da onda. Com o auxilio da (4.2.5), a 
(5.4.3) da 



/ = P = cokTA z sen 2 (kx -ot+5) 
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ou seja, lembrando que T = /iv 2 pela (5.3.6), e que lev- m pela (5.2.9), 



f = P = -\ivm 2 A l 



(5.4.4) 



Assim, a intensidade da onda e proporcional ao quadrado da amplitude, a velocidade da 
onda e ao quadrado da frequencia. Note que o resultado se aplica a uma onda harmonica 
progressiva. 

Um elemento infinitesimo dx da corda no ponto x tem uma massa dm = /<dx e uma energia 
cinetica instantanea 



dx 



o que corresponde a uma densidade linear de energia cinetica (energia cinetica por unidade 
de comprimento) instantanea 



{1 


'-mi 







dT_l tdy_ 
dx ~2H St 



Novamente, interessa-nos apenas o valor medio. 
Como (dy/dtf = co 2 A 2 sen 2 (kx-mt+ Si, vem 

dT 1 2 ,z 
dx 4 



(5.4.5) 



(5.4.6) 



Como o elemento dx executa um MHS na direcao y, a energia potencial media e igual a 
energia cinetica media [cf. (3.2.33)], que deve ser comparada com a (5.4.6)). Logo, a densidade 
media de energia potencial e 



dU _ 1 
dx ' 4 

e a densidade media de energia total da onda e 



dx dx dx 2 

O valor medio da energia da onda contida num elemento Ax da corda e 



(5.4.7) 



(5.4.8) 



dE A 

AE = Ax 

dx 



(5.4.9) 



Como a onda percorre Ax = vAt durante um intervalo de tempo At, a potencia media 
transportada e 



- AE fdEl 



Ax 



Af dx At 



(5.4.10) 



que deve ser igual a (5.4.4). Efetivamente, comparando as (5.4.4) e (5.4.8), vemos que a 
intensidade e igual ao produto da velocidade da onda pela densidade media de energia. Podemos 
dizer tambem que ela representa o tluxo medio de energia atraves de um ponto qualquer da 
corda. 
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5.5 — Interferenda de ondas 

Pelo principio de superposicao, uma combinacao linear qualquer de ondas numa corda 
vibrante tambem e uma onda possi'vel na corda. Consideremos, em particular, a superposicao 
de duas ondas progressivas harmonicas de mesma frequencia. 



(a) Ondas no mesmo sentido 

Sejam 

y,(x, t) = A, costix - at - 5, ) 

y 2 ix, i) = A 2 cosOw -at + ^) 
as duas ondas, que se propagam ambas para a direita. Como 

cos(to; - at + 8) = cos(ttt + m) 
onde <p--kx-d, podemos utilizar as 13.5. 1) a (3.5.4) para obter a onda resultante: 
y = yi + ft = Acasikx-mt + 8) 

onde, pela (3.5.2), 

A 2 = A\ + A\ + 2A, A 2 cos S i2 



(5.5.1) 



(5.5.2) 
(5.5.3) 
(5.5.4) 



que e a diferenga de fase entre as duas ondas. 

Como a frequencia e a mesma, a (5.4.4) mostra que a intensidade de cada onda e 
proportional ao quadrado de sua amplitude, com a mesma constante de proporcionalidade, 
de modo que, chamando de l t e I 2 as intensidades das componentes e la resultante, a (5.53) da 



I = 7, + 1 2 + 2^L~f7 cos 5, 2 



(5.5.5) 



Logo, a superposicao de duas ondas progressivas harmonicas que se propagam na mesma 
direcao e sentido e outra onda do mesmo tipo, mas a intensidade da resultante e dada pela 
(5.5.5), e e geralmente diferente da soma das intensidades das componentes, dependendo da 
diferenca de fase S 12 entre elas. Este fenomeno chama-se de interferenda. 

A intensidade resultante e maxima (interferenda construtiva) para cos <S, 2 = 1, ou seja, 



5 12 = 2mn (m = 0, ±1, ±2, . . .) I = I m 



e e minima (interferenda destrutiva) para cos S n = -i; 



5 12 = (2m + fti (m = 0, ±1, ±2, . . J =s J = I mb = Ujl-j£\ 



(5.5.6) 



(5.5.7) 



Para valores intermediaries de 5 12 , a intensidade resultante, conforme mostra a Fig. 5.15, 
oscila entre os valores maximo e minimo, como funcao de 5, 2 . Em particular, se 7, = as 
(5.5.6) mostram que 
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Figura 5.15 — Interferencia 



(5.5.8) 

oil seja, no caso de interferencia destrutiva, a inten- 
sidade se anula, e para interferencia construtiva ela e 
4 vezes maior que as intensidades (identicas) das 
componentes (a amplitude e dupla). 

Fenomenos de interferencia, como estes, estao 
entre os efeitos mais caracteristicos da propagacao 
de ondas. 



(b) Sentidos opostos; ondas estacionarias 

Consideremos agora o caso em que as ondas se propagam em sentidos opostos. Para sim- 
plificar a discussao, vamos supor que tenham a mesma amplitude e constante de fase = 0, ou 
seja, 



y 1 {x,t) = Acos(kx-cot) 
y,{x,t) = A cos(Jx + cot) 



Temos entao: 



y = Yi + Yi = A[cos(fa - tat) + costfa + cot)} = 2 A cos(fa) cos(d)t) 



(5.5.9) 



(5.5.10) 




Figura 5,1$— Per&insfanfSneos 
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Figura 5.17 — Aspecto visual de onda 



Como a resultante e o produto de uma funcao de 
x por uma funcao de t, nao ha propagacao: a forma da 
corda permanece sempre semelhante, com o deslo- 
camento mudando apenas de amplitude e, eventual- 
mente, de sinal. 

A Fig. 5.16 mostra uma serie de "instantaneos" 
da (5.5.10) a intervalos de r/8. Para t = t/4, a corda 
passa pela posicao de equilibrio (y = 0), e depois os 
deslocamentos trocam de sinal, ate atingir amplitude 
maxima para f = f/2; dai por diante, os graficos seriam 
percorridos em sentido inverso (de baixo para cima, 
na Fig. 5.16), ate voltar a configurafao inicial para 
t= r. 

Numa fotografia de tempo de exposicao longo, a 
corda apareceria como na Fig. 5.17, que tambem e o 
seu aspecto visual quando a frequencia de oscilacao 
e elevada, pela persistencia das imagens na retina. 

Os pontos marcados N nas Figs. 5.16 e 5.17 
permanecem sempre em repouso, e chamanvse 
nodos. Nos pontos a meio caminho entre os nodos, 
que se chamam ventres ou antinodos, a amplitude de 
oscilacao e maxima a cada instante. Os nodos 
subdividem a corda numa serie de segmentos, que 
oscilam separadamente. 

Uma onda do tipo da (5.5.10), que nao se propaga, 
chama-se uma onda esfacionaria. As ondas comoo- 
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nentes (5.5.9), cuja interferencia produz a (5.5.10), tern fluxos de energia iguais e contrarios, 
que se cancelam na resultante. de modo que o fluxo medio de energia se anula neste caso. 

(c) Batimentos; velocidade de grupo 

Suponhamos agora que as ondas se propagam no mcsmo sentido e tern mesma amplitude, 
mas tern freqiiencias (e, por conseguinte, numeros de onda) ligeiramente diferentes: 



onde [cf. (3.5.8) a (3.5.12)] 



y,(x,f) = Acos(fc[X-ffl,t) 
y 2 {x,t] = Acos{k 2 x-(o,t) 



(5.5.11) 



_ 1 

AO) = OJj -CO, « £0 = -(lOj Tfl),) 
- ■[ 

6k = k l -k,«k = -Tie, + k,J 



supondo a), > a 2 ,k 1 > k 2 . Temos entao [cf. (3.5.10)] 



y+Fi+y 2 =A|cos 

ou seja, 
onde 



_ A(B 



I yU,t) = a(A-,t)cos(fa--tBf) 



a(x,t) = 2Acos 



(5.5.12) 



(5.5.13) 



(5.5.14) 



(5.5.15) 



Como na Secao 3.5, temos urn fenomeno de 
batimentos: podemos considerar a (5.5.14) como uma 
onda de freqiiencia & elevada cuja amplitude a e 
modulada por outra onda de freqiiencia Am bem mais 
baixa (Fig. 5.18). Este e o exemplo mais simples de 
um grupo de ondas. 

Podemos considerar a fase da (5.5.14) como sendo 
dada por cp (x, t) = kx - », de modo que, como na 
(5.2.16), a velocidade com que se desloca um ponto 
de fase constante (tal como F na Fig. 5.18) e a veloci- 
dade de fase 




Figura 5.18— Grupo de ondas 



(5.5.16) 



Por outro lado, a velocidade com que se desloca o grupo de ondas como um todo e a 
velocidade associada a um ponto da envoltoria (tal como o ponto G, situado na crista na Fig. 
5.18), onde a e constante. Esta velocidade chama-se velocidade de grupo, e a (5.5.15) mostra 
que e dada por 
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Am 


dm 




' ~dk 



(5.5.17) 



tomando Ak suficientemente pequeno (a derivada deve ser calculada para k = k) 
Para ondas numa corda vibrante homogenea, temos (5.3.6) 

- = v = ir7u=C0«Wtinte (5.5.18) 
k 

de modo que as (5.5.16) e (5.5.17) dao 

v, = v B = v (5.5.19) 

ou seja, as velocidades de fase e de grupo coincidem, e o grupo se propaga com a velocidade 
da onda. 

Entretanto, para outros tipos de onda, sucede que a velocidade de fase v 9 varia com o 
comprimento de onda, ou, o que e equivalents, com o mimero de onda k: 

m=h/ p m . ' (5-5.20) 

e a (5.5.17) da 

v g = da I dk = v T + kdv f I dk * v f (5.5.21) 

ou seja, nesse caso a velocidade de grupo e diferente de velocidade de fase. Diz-se entao que 
ha dispersao. E o que ocorre, por exemplo, com ondas de luz num meio material: a velocidade 
de fase e diferente para o vermelho e para o violeta, correspondendo a indices de refracao 
diferentes. 

Quando ha dispersao, as ondas individuals dentro da envoltoria, na Fig. 5.18, deslocam- 
se em relacao a mesma, mudando de amplitude gradualmente e podendo "desaparecer" para 
ser substit'uidas por outras. Este fenomeno pode ser observado facilmente para ondas na 
superfine da agua (quando a profundidade da agua e muito maior que o comprimento de 

onda). Neste caso, verifica-se que v g = \_ v r de modo que as ondinhas individuals dentro de 
um grupo "nascem" em sua parte posterior e propagam-se dentro do grupo ate a parte ante- 
rior, onde "desaparecem". Pode-se mostrar tambem que a velocidade de grupo e a velocidade 
de propagacao da energia, tendo assim um significado fisico mais importante que a velocidade 
de fase. 
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5.6 — Reflexao de ondas 

Consideremos um pulso que se propaga para a esquerda numa corda longa, cuja extremidade 

esquerda 0 e presa a um suporte, de modo a 
permanecer sempre fixa (Fig. 5.19). Que acontece 
quando o pulso atinge a extremidade efiXa? 

Seja g (x + vf) a funcao que descreve o pulso 
incidente (triangular na Fig. 5.19), de modo que, an- 
tes de ser atingida a extremidade, 

y(x,t) = g(x + vt) (5.6.1) 

A condicao de que a extremidade x = 0 permaneca sempre fixa se exprime por 

| y(0, f) = 0 | para qualquer t (5.6.2) 



Figura 5.19 — PuJso numa corda com 
extremidade fixa 
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Uma condicao deste tipo, por ser dada no contorno ("periferia") da corda, chama-se 
condicao de contorno. 

A solucao geral da equacao de ondas e dada pela (5.3.10), 

y(x,t) = f(x- vt) + g(x - vt) (5.6.3) 
onde, pela (5.6. 1), f = 0 antes que a extremidade seja atingida, e g e o pulso dado. Substituindo 
a (5.6.3) na (5.6.2), obtemos 

y(0,:)=f(-vt) + cf(vt) = 0 = 
o que determina a funcao incognita f Cf): 



f (-vt) = -g (vt) para qualquer t 



e, substituindo x J por x - vt. 



f(x') = - g (-x') 



f(x-vf) = -g(vf-x) 



(5.6.4) 
(5.6.5) 



e a (5.6.5) da a solucao do problema: 



| y(x,t) = g[vt+x)-g{vl-x) \ 



(5.6.6) 

onde a funcao g e conhecida (pulso (5.6.1) dado). A (5.6.6) satisfaz a equacao de ondas e a 
condicao de contorno (5.6.2), como se verifica imediatamente. 

0 2° termo da (5.6.6), que so aparece depois que o pulso incidente atinge a extremidade 
fixa, propaga-se para a direita e representa urn pulso refietido. Podemos representar grafi- 
camente a solucao (5.6.6) atraves do seguinte artificio: Imaginemos um prolongamento (ficticio!) 
da corda para x < 0, em linha interrompida na Fig. 5.20. Para t = 0 (Fig. 5.20(a)), temos, para 
x > 0, o pulso incidente g (x) (linha cheia), e representamos, no prolongamento ficticio x < 0, o 
pulso refietido f (x) = -g (-x)dado pela (5.6.4) (em linha interrompida na Fig. 5.20(a)). 

Depois tratamos a corda e seu prolongamenLo 
como se fossem uma so corda ilimitada, em que o 
pulso incidente se propaga para a esquerda e o refie- 
tido para a direita. A (5.6.6) e a superposicao dos dois 
pulsos para x > 0 (Figs. 5.20(b) e (c)). Depois de algum 
tempo (Fig. 5.20(c)), propaga-se na corda (x > 0 ) 
somente o pulso refietido. 

Vemos que o pulso volta invertido apos a reflexao: 
a reflexao numa extremidade fixa produz uma defa- 
sagem de 180°. A razao fisica deste resultado e que, 
ao atingir a origem, o pulso iria provocar um determi- 
nado deslocamento: para permanecer fixa, a extre- 
midade tern de reagir (reacao de suporte) produzindo um deslocamento igual e contrario, 
que gera a imagem invertida (pulso refietido). 

Extremidade livre: Tambem podemos considerar o que acontece quando a extremidade da 
corda e livre em lugar de ser fixa, ou seja, nao atua sobre ela nenhuma forca transversal. 
Entretanto, continua atuando a forca de tensao T, que foi suposta uniforme ao longo de toda 
a corda, de modo que esta forca tem de ser horizontal. 
Pela (5.4.1), a condicao de extremidade livre e portanto 
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Figura 5.20 — Reflexao numa 
extremidade fixa 



F y (0,t) = -T^(0,t) = 0 



para qualquer T 



(5.6.7) 



o que significa que a tangente a corda na extremidade permanece sempre horizontal. 
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Figura 5.21 

(5.6.3) na condicao de contorno (5. 6.7). vem 



A Fig. 5.21 mostra uma forma de realizar na 
pratica esta condicao: a extremidade da corda fica 
presa a urn anel de massa desprezivel, que desliza 
iivremente (sem atrito!) sobre uma haste vertical, de 
modo que F, = 0. embora a corda continue distendida 
comtensao T. 

Consideremos agora o pulso (5.6.1) incidente 
sobre a extremidade livre. Substimindo a solucao geral 



^(0,fj = f'(-vt) + g'(vt) = 0 para qualquer t (5.6.8) 
dx 

onde f indica a derivada de f em relacao ao argumento. Para que a (5.6.8) seja satisfeita, basta 
tomar a funcao incognita f (jfl dada por 

| Kx') = g(-x')] (5.6.9) 
Com efeito, derivando ambos os membros em relacao a x", isto da 
f'(x') = -c/'(-x') 

o que satisfaz a (5.6.8). 

Substituindo por x' - Vt e levando na (5.6.3), obtemos a solucao do problema: 



1 y(x,f) = g(vt + x) + g(vt-x) 1 




(5.6.10) 

que so difere da (5.6.6) pelo sinal do 2.° termo: numa extremidade livre, urn pulso e refletido 
sem mudanqa de fase. 

Podemos considerar tambem o que acontece 
quando uma onda atinge a juncao entre duas cordas 
diferentes. Podemos ter, por exemplo, duas cordas de 
densidades diferentes, fi, * u 2 , sujeitas a mesma tensao 
T, que se juntam em x = 0 (Fig. 5.22). Pela (5.3.6), as 
Figura 5.22 - Juncao de duas cordas de propaga?5o de ondas nas duas cordas 

serao diferentes. Se uma onda incide sobre a juncao vindo da esquerda, temos neste caso 
uma onda refletida na corda da esquerda, mas tambem uma onda transmin'da na corda da 
direita. Fenomenos deste tipo (reflexao e transmissao parciais) ocorrem sempre que uma 
onda encontra uma descontinuidade no mcio em que se propaga. As amplitudes das ondas 
refletida e transmitida para uma dada onda incidente, no exemplo acima, podem ser obtidas 
a partir das condicoes de contorno para x = 0, que exprimem a continuidade do deslocamento 
e da forca de retorno nesse ponto. 



5,7 — Modos normais de vibracao 

Vamos considerar agora uma corda vihrante de comprimento finito 1, presa em ambas as 

extremidades. Em lugar de analisar o movimento da 
corda em termos de ondas progressivas que se 
refletem nas extremidades fixas, e mais conveniente 
descreve-lo em termos de ondas estacionarias, que 
correspondent aos modos normais (veremos depois 
a relacao entre as duas descricoes). 

Os modos normais de vibracao da corda consti- 




Figura 5.23 — Corda como limite de 
osciladores acoplados 



5.7 - MODOS NORMAIS DE VIBRACAO 
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tuem uma generalizacao dos modos normals de osci-ladores acoplados, discutidos na Secao 
4. 6. De fato, como foi mostrado por Lagrange em 1759, poderaos considerar a corda como 
caso hmite de urn sistema de N osciladores acoplados (Fig. 5.23}, de massas rf/Ne comprimento 
toial I, igualmente espacados, quando A' -» ». Os modos normals de vibracao deste sistema 
tendem aos da corda, neste limite. 

A condicao de que as duas e.xtremidades da corda permanecam fixas se exprime pelas 
condicoes de conforno 



|y(0,f) = y(J,fl = 0| para qualquer t (5.7.1) 
Como acontece para sistemas de Nparticulas (Secao 4.6), urn modo normal se caracteriza 
pelo fato de que todos os elementos da corda oscilam com a mesma freqiiencia m e mesma 
constante de fase S, ou seja, tern a mesma dependencia temporal, da forma cos (of + 5j. Cada 
ponto x oscila com amplitude A (x) caracterlstica do modo, ou seja, y e o produto de uma 
funcao de x por uma de t 

| y(x,t) = A(x)co5{tat + S) \ (5.7.2) 

o que corresponde a uma onda estacionaria (Secao 5.5). 

_ Como y (.v, f) deve ser solucao da equacao de ondas (5.2.24), obtemos, substituindo a 
(5.7.2), 

^ff = -4^)costot + « = % = ^cosfef +5 ) 

v- St 2 v z dx 2 dx 2 

ou seja, 



dx 2 1 



(5.7.3) 



A solucao geral da (5.7.3) e (cf. 3.2.15) 

A(x) = acos(te)^isen [kx] (5.7.4) 
Entretanto, para que a (5.7.2) satisfaga as condicoes de contorno (5.7.1), e preciso que se 
tenha 

A(0) = A(/) = 0 (5.7.5) 
Pela (5.7.4), a primeira destas condicoes da 

A(0) = a = 0{.4U) = isen(Jc() (5.7.6) 

e a segunda condicao da entao 

AW = b sen (H) = 0 (5.7.7) 

Comoi) * 0 (caso contrario y = 0), esta condicao so pode ser satisfeita para valores discretos 
k„ da variavel k, dados por 



k, = y (n=U3,.,j 



(5.7.8) 

(Note que n = 0 tambcm daria y = 0, e n = -1, -2, .. . nao dao nada de novo; y apenas troca de 
sinal, 0 que pode ser absorvido pela constante de fase na (5.7.2): S^S+k.) 

Os valores correspondentes de m [cf. (5.7.3)1 sao as frequcncias dos modos normals de 
vibracao: 
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fi>„= k„V = 



(5.7.9) 



Levando nas (5.7.6) e (5.7.2), obtemos finalmente as expressoes dos modos normals de 
vibracao 



y„(x,t) = i>„ sen (ic.x)cos(i» n t + 5„) = h sen ^yXjcos^— vt + d>„ 

(n = 1,2,3,...) 



(5.7.10) 



Vemos que sao ondas estacionarias, analogas as que foram consideradas na Secao. 5.5(b). 
0 comprimento de onda /„, associado ao modo n e 



(5.7.11) 




Figure 5.24 

vibracao 



-Modos normal's de 



Os modos de vibracao mais baixos estao ilus- 
trados na Fig. 5.24. 0 modo de ordem n contem preci- 
samente n semicomprimentos de onda e tern (n -1) 
nodos (pontos N) alem dos extremos fixos. A Fig. 5.24 
deve ser comparada com as 4.21 e 4.22, que podem 
ser consideradas como aproximacdes dos modos mais 
baixos pelos modos de um sistema de urn numero 
finito de osciladores acoplados: para 2 osciladores, 
obtemos aproximacoes dos 2 modos mais baixos; para 
4, temos 4 modos, que aproximam os com n = 1 ate 4 
da corda continua (aproximando melhor os 2 primei- 
ros que com 2 osciladores), e assim por diante. 

Para N osciladores acoplados, ha JV modos 
normais de vibracao transversal na direcao y. A corda 
continua corresponde ao limite N -> ~, de forma que 
se obtem infinites modos normais (infinidade discreta: 
n = 1, 2, 3, ...). A freqiiencia % do modo n e 



2k 



1,2,3,...) 



Por conseguinte, utilizando a (5.3.6), 




(5.7.12) 



(5.7.13) 



As freqiiencias sao multiplos inteiros da freqiiencia v, do modo mais baixo, que se chama 
o modo fundamentaJ. A freqiiencia v„ = nv l do modo n chama-se o n-esimo harmdmco da 
freqiiencia v%, 

A expressao (5.7.13) de v, engloba as Jeis das cordas vibrantes, descobertas experimen- 
talmente por Mersenne em 1636: A frequencia fundamentaJ e: (0 inversamente proportional 
ao comprimento da corda; (ii) proportional a raiz quadrada da tensao; (iii) inversamente 
proportional a raiz quadrada da densidade Hnear de massa da corda. 
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Estas resultados tem aplicacoes importantes em todos os instrumentos musicais de cordas, 
conforme veremos mais adiante. 

0 fato de que ondas confinadas numa regiao iimitada do espaco so podem oscilar em 
frequenciasbem definidas, que formam um conjunto discreto (embora haja infinitas freqiiencias 
possi'veis) e uma caracteristica geral, extremamente importante, do movimento ondulatorio: 
os modos normais de vibracao de uma corda presa nos extremes constituent o exemplo mais 
simples deste resultado. 

5,8 — Movimento geral da corda e analise de Fourier 

Quando analisamos os modos normais para dois osciladores acoplados, vimos que o movi- 
mento geral do sistema, dado pela (4.6.13), e uma superposicao dos modos normais, com 
amplitudes e fases determinadas pelas condicoes iniciais. Conforme foi mencionado, o mesmo 
vale para N osciladores acoplados: neste caso, ha A : modos transversals na direcao y, cada 
um dependente de duas constantes arbitrarias, o que permite satisfazer as 2N condicoes 
iniciais. 

Como vemos pela (5.7.10), cada modo normal da corda vibrante depende de duas cons- 
tantes arbitrarias, b„ e S B . Considerando a corda conti'nua como limite de JV osciladores 
acoplados para N -» e de se esperar que o movimento geral de uma corda vibrante presa 
nos extremos seja uma superposicao de todos os modos normais, ou seja, uma serie infinita 



( r 



y(x,f) = £b„senl- 



isl — vt+S„ 



(5.8.1) 



Pelo principio de superposicao (Secao 5.3), a (5.8.1), como combinacao linear de solugoes 
da cquacao de ondas, e solucao da equacao de ondas, desde que a serie seja convergente. 
Supondo que seja h'cito derivar a serie termo a termo, obtemos a expressao da velocidade, 



n. —vt+S, 



(5.8.2) 



Para satisfazer as condicoes iniciais, cuja expressao geral e dada pela (5.3.9), e preciso 
ajustar as constantes be S n (n = t, 2, 3, ...) de tal forma que seja 



y(x,0) = y 0 U) = 2,c„sen^- 



f(x,0) = yi M = |>„sen|^x 



onde, pelas (5.8.1) e (5.8.2), 



c„ = b n cosS„ 
d^-~b n senS„ 



(0<x<l) 



(5.8.3) 



(5.8.4) 



e o deslocamento inicial da corda y 0 (x) e sua velocidade inicial y^x) sao duas funcoes 
"arbitrarias" no intervalo 0 < x < /. 

Pelas (5.8.4), a determinacao de b n e S„, e equivalente a de c„ e d„ (verifiquel), de modo 
que o problema se reduz ao obter os coeficientes de expamao c n e d„, nas expansoes em serie 
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(5.8.3) das funcoes dadas pelas condicoes iniciais. Como ambas estas expansoes sao do mesmo 
tipo, basta discutir uma delas, por exemplo, a de y 0 (x). 

0 resultado "fisico" a que somos levados a partir do tratamento de N osciladores acopla- 
dos, quando passamos ao limite A 7 =», e que deve ser possivel expandir qualquer funcao y 0 
(x), dada para 0 < x < 1, numa serie do tipo (5.8.3). Diversos grandes matematicos do seculo 18, 
como Euler, Bernoulli e Lagrange, nao ousaram formular uma conclusao tao geral, em parte, 
devido as limitacoes que tinha naquela epoca o proprio conceito de funcao. A primeira 
formulacao geral* do resultado e devida a Fourier, que o enunciou em 1807. Este problema 
desempenhou urn papel central na historia da matematica. 

Uma serie do tipo (5.8.3) chama-se serie de Fourier ou serie trigonometrica. Fourier 
mostrou que e possivel calcular explicitamente os coeficientes de Fourier c„ em termos da 
funcao y 0 (x) que se esta expandindo. A formula explicita, que nao poderemos demonstrar 
aqui, e a seguinte: 

c,.=|Jy 0 (x)sen ™x dx(n = 1,2,3,...) (5.8.5) 

e analogamente para d„ em termos de y, (x). 

E possivel expandir em serie de Fourier mesmo 
funcoes que tern descontinuidades, embora a 
convergencia da serie seja mais lenta e irregular num 
ponto de descontinuidade. A Fig. 5.25 mostra urn 
exemplo, uma funcao "triangular" y = x (0 < x < fjcom 
uma descontinuidade em x = 1, onde cai a zero (em 
linha cheia).Vemos tambem na Fig. a aproximacao de 
y pelo 1." termo u t da serie de Fourier (curva 1), pelas 
somas u, + u 2 dos dois primeiros termos (curva 2), u t 
+ u 2 + u 3 dos 3 primeiros termos (curva 3) e u, + u, + u 3 
+ u 4 dos 4 primeiros termos (curva 4). 

A Fig. 5.26 mostra os graficos de u,, u 2 , Dj e u 4 . 
Quando maior o numero de termos da serie, 
melhor a aproximacao, mas a convergencia e mais 
lenta e complicada no ponto de descontinuidade. 

Pode-se mostrar [cf. (5.4.8)] que a energia contida 
no modo n na (5.8.1) e proportional a hi, ou seja, ao 
quadrado da amplitude do modo. Alem disso, a energj'a 
total de oscilacao da corda no movimento geral (5.8.1) 
e a soma das energias distribwdas pelos diferentes 
modos, ou seja, cada modo oscila "na sua", sem termos 
de interferencia. Nao podemos demonstrar aqui estes 
resultados, que dependent de um conhecimento mais 
aprofundado da teoria das series de Fourier. 

As expansoes em serie de Fourier constituem 
uma das ferramentas centrais da fisica teorica. 0 
problema da corda vibrante presa nos extremos e um. 
dos exemplos mais simples de um "problema de con- 
torno", e expansoes em termos de conjuntos infinites 
Figure 5.26 - Componentes de Fourier de modos normals sao tipicamente encontradas na 
na Fig. 5.25 resolucao desses problemas. 
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Voltando a (5.8.1), fixemos nossa atencao agora no deslocamento de urn dado ponto x 0 
da corda como ftincao do tempo, que e dado por 



y(x 0 ,t) = £B„cos(27iv„f + 5J 



(5.8.6) 



B n = b„sen!^x 0 I (5.8.7) 



onde v„ e a freqiiencia do modo n, dada pela (5.7.11), e 

n; 
~i 

sao coeficientes constantes, uma vez fixado x 0 . 

A (5.8.6) tambem e uma expansao de Fourier na variavel tempo t, que, ao contrario de x, 
nao se restringe a um intervalo finite. Entretanto, a (5.8.6) nao representa uma funcao arbitraria 
de r: representa uma ftmpao periodica do tempo, com periodo 



t _ J__ 21 

[ 1 v t v 



(5.8.8) 



que e o periodo do modo fundamental da corda (5. 7.12). Com efeito, como v„ = nvj. temos 
ZKvJt + tJ = 2sv„(+2iiv a T 1 = hcv„t + Zm 

de forma que o periodo r. e comum a todos os termos da (5.8.6). Os valores da (5.8.6) fora do 
intervalo 0 < f < r l7 sao portanto a repeticao periodica dos valores assumidos nesse intervalo. 

Por que motivo o movimento de um ponto qualquer da corda e periodica com periodo 
%? Podemos compreender este resultado analisando as ondas estacionarias que constituem 
um modo normal como resultantes da interferencia de ondas progressivas em sentidos opostos 
(Secao. 5.5(b)). A (5.7.10) pode ser escrita 



1 1 
Yn (*- 1) = - b„sen[i„ (x - vt) - S„] + - b„sen[k„ [x + vt) + 8„ ) 



(5.8.9) 



Substituindo esta expressao do modo n na (5.8.1), vemos que a solucao geral e da forma 
(5.3.10), como deveria ser. 

Suponhamos que se tenha uma dada conriicao inicial na corda; por exemplo, que asituacao 
seja a do exemplo da pg. 106. Conforme mostra a Fig. 5. 12, o pulso triangular inicial decompoe- 
se em dois, que viajam em sentidos opostos. Quando um destes pulsos atinge uma extremidade 
da corda, temos uma reflexao nesse extremo fixo. Como vimos na Secao 5.6, a onda refletida 
e uma imagem especular invertida do pulso incidente inicial. Esta imagem se propaga em 
sentido inverso ate atingir a outra extremidade da corda, onde sera novamente refletida. A 
seg.unda reflexao inverte novamente a imagem, ou seja, recompoe o pulso inicial, propagando- 
se no sentido original. Dai por diante, tudo se repete periodicamente. 

Vemos portanto que o movimento geral da corda e periodico no tempo, e que o periodo 
temporal e igual ao tempo que uma onda progressiva leva para percorrer uma distancia igual 
ao dobro do comprimento da corda, ou seja, e dado por 21/v = t,, como na (5.8.8). Isto explica 
o resultado obtido. 

Outras propriedades importantes do movimento ondulatorio, incluindo a propagacao 
de ondas em mais de uma dimensao, serao discutidas no proximo capitulo, em conexao com 
as ondas sonoras. 



120 Capitulo 5 - ONDAS 



PROBLEMAS DO CAPITULO 5 

1. Uma corda uniforme, de 20 m de comprimento e massa de 2 kg, esta esticada sob uma 
tensao de 10 N. Faz-se oscilar transversalmente uma extremidade da corda, com ampli- 
tude de 3 cm e frequencia de 5 oscilacoes por segundo. 0 deslocamento initial da 
extremidade e de 1,5 cm para cima. (a) Ache a velocidade de propagacao veo compri- 
mento de onda X da onda progressiva gerada na corda. (b) Escreva, como funcao do 
tempo, o deslocamento transversal y de um ponto da corda situado a distancia x da 
extremidade que se faz oscilar, apos ser atingido pela onda e antes que ela chegue a 
outra extremidade. (c) Calcule a intensidade I da onda progressiva gerada. 

2. A mesma corda descrita no Problema 1 esta com uma extremidade amarrada num poste. 
A outra, inicialmente em repouso na posicao de equilibrio, e deslocada de 10 cm para 
cima, com velocidade uniforme, entre r = 0 e t = 0,5 s. A seguir, e deslocada para baixo, 
com a magnitude da velocidade reduzida a metade da anterior, entre f = 0,5 s e t = 1,5 s, 
quando retorna a posicao de equilibrio. (a) Desenhe a forma da corda no instante t= 1,7s. 
(b) Desenhe a forma da corda no instante t = 2,6 s. 



3. Mede-se a velocidade v de propagacao de ondas 
transversals num Ho com uma extremidade presa 
a uma parede, que e mantido esticado pelo peso 
de um bloco suspenso da outra extremidade 
atraves de uma polia. Depois (Fig. P.l), mergulha- 
se o bloco na agua ate os 2/3 da altura e verifica- 




sequeavelotidadedepropagacaocaipara95,5% pigura P.l 
da anterior. Qual e a densidade do bloco em 
relacao a agua? 

4. (a) Mostre, diferenciando a expressao para a velocidade de propagacao de ondas numa 
corda, que a variacao percentual de velocidade Av/v produzida por uma variacao 

percentual AT/T da tensao na corda e dada por Av / v = | AT / T . (b) Um afinador de 
pianos faz soar a nota la de um diapasao, de freqiiencia v = 440 Hz , para compara-la com 
a nota la da escala media de um piano. Com ambas soando simultaneamente, ele ouve 
batimentos cuja intensidade maxima se repete a intervalos de 0,5 s. Que ajuste percentual 
ele deve fazer na tensao da corda do piano para afina-la? 

5. Desprezando efeitos de tensao superficial, pode-se mostrar que ondas na superficie da 
agua, com comprimento de onda X muito menor que a profundidade da agua, propagam- 

se com velocidade defasev^ dada por v ? = *\(gX)l(2%) ondegeaaceleracaodagravidade. 
Mostre que a velocidade de grupo correspondente e v g = | v v . 

6. Duas ondas transversais de mesma freqiiencia v = 100 s" 1 sao produzidas num fio de ago 
de 1 mm de diametro e densidade 8 g/cm 3 , submetido a uma tensao T = 500 N. As ondas 
sao dadas por 

y-f = A cos^kx - cot + 5 j, y 2 =2Asen [mt-kx) 

onde A = 2 mm. (a) Escreva a expressao da onda harmonica progressiva resultante da 
superposicao dessas duas ondas. (b) Calcule a intensidade da resultante. (c) Se fizemos 
variar a di'ferenca de fase entre as duas ondas, qual e a razao entre os valores maximo e 
minimo possiveis da intensidade da resultante? 
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7. A corda mi de um violino tem uma densidade linear de 0,5 g/m e esta sujeita a uma 
tensao de 80 N, afinada para uma freqiiencia v = 660 Hz. (a) Qual e o comprimento da 
corda? (bj Para tocar a nota la da escala seguinte, de freqiiencia 880 Hz, prende-se a 
corda com um dedo, de forma a utilizar apenas uma fracao f de seu comprimento. Qual e 
o valor de f? 

8. Uma corda de comprimento 1 esta distendida, com uma extremidade presa a um suporte 
e a outra extremidade livre. (a) Ache as frequencias v„ dos modos normais de vibracao 
da corda. (b) Desenhe a forma da corda associada aos tres modos de vibracao mais 
baixos (em ordem de freqiiencia crescente). A velocidade de ondas na corda e v. 

9. Considere novamente a corda do problema 8, com um extremo fixo e outro livre e de 
comprimento i. No instante f = 0, um pequeno pulso de forma triangular esta-se propa- 
gando para a direita na corda. Depois de quanto tempo a corda voltara a configuracao 
initial? 

10. Uma corda vibrante de comprimento I presa em ambas as extremidades, esta vibrando 
em seu n-esimo modo normal, com deslocamento transversal dado pela [5.7.10). Calcule 
a energia total de oscilacao da corda. SugestaO: Considere um instante em que a corda 
esteja passando pela posicao de equilibrio, de modo que sua energia total de oscilacao 
esteja em forma puramente cinetica. Calcule a densidade linear de energia cinetica e 
integre sobre toda a corda. 

11. Duas cordas muito longas, bem esticadas, de i 1 



densidades lineares diferentes u t e u 2 , estao 
ligadas uma a outra. Toma-se a posicao de equi- 
librio como eixo dos x e a origem O no ponto 
de juncao, sendo y o deslocamento transversal 




da corda (Fig. P.2). Uma onda harmonica FiguraP.2 
progressiva, y t = A i cos (fo x - cot), viajando na 

corda 1 fx < 0), incide sobre o ponto, de juncao, fazendo-o oscilar com freqiiencia angu- 
lar ci>. Isto produz na corda 2 (x > 0) uma onda progressiva de mesma freqiiencia, 
y,= A? cos (fox- rat) (onda transmitida), e da origem na corda 1, a uma onda que viaja em 
sentido contrario, y r = B, cos (fo x + cot) (onda refletida). Dada a onda incidente y,-, de 
amplitude A,, desejam-se obter a amplitude de reflexao p = B^IA^ e a amplitude de 
transmissao t= A 2 /A f . (a) Dada a tensao Tda corda, calcule as velocidades de propagacao 
Vj e v, nas cordas 1 e 2, bem como os respectivos numeros de onda fo e fo. O deslocamento 
total na corda 1 e y- + y„ e na corda 2 e y t . (b) Mostre que, no ponto de juncao x = 0, deve- 
se ter y f + y r = y,. (c) Aplicando a 3." lei de Newton ao ponto de junc ao x = 0, mostre que, 
nesse ponto, deve-se ter tambem [d/dx) ly, + y T ) = {d/dx) y t . (d) A partir de (b) e (c), calcule 
as amplitudes de reflexao e transmissao p e t em funcao das velocidades v t e v 2 . Discuta 
o sinal de p. 

12. No problema 11, a refletividade r da juncao e definida como a razao da intensidade da 
onda refletida para a intensidade da onda incidente, e a transmissividade t como a razao 
da intensidade transmitida para a incidente. (a) Calcule r e t. (b) Mostre que r + t = 1, e 
interprete esse resultado. 
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6.1 — Natureza do som 

0 fato de que corpos em vibracao produzem sons e familiar ni experiencia quotidiana. Para 
que o efeito atinja nossos ouvidos, ele precisa ser transmitido atraves de um meio material. 0 
som de uma campainha tocando dentro de um recipiente no qual se produz o vacuo deixa de 
ser ouvido, conforme observado por Robert Boyle em 1660. 

0 som se propaga em fluidos, tanto na atmosfera como em liquidos: sons continuam 
audiveis debaixo da agua. Tambem se propaga em solidos: colando o ouvido a terra, pode-se 
detetar um tropel de cavalos distante. 

Oscilacoes harmonicas podem produzir sons audiveis pelo ouvido humano somente num 
intervalo limitado de freqiiencia, aproximadamente entre 20 Hz e 20 KHz (um bom aparelho 
de som deve ser capaz de reproducao fiel dentro dessa faixa). 

0 fato de que o som se propaga atraves de um meio material, sem que haja transporte de 
materia de um ponto a outro, ja e uma indicacao de sua natureza ondulatoria. A veiocidade 
finite de propagacao do som e evidenciada pelo intervalo de tempo decorrido entre o clarao 
de um relampago e o rm'do do trovao que o acompanha. A reflexao do som tambem e um 
efeito familiar, manifestado na producao de ecos. 

Efeitos tipicamente ondulatorios obtidos com o som incluem efeitos de interferencia, tais 
como os batimentos, e tambem de difracao, conforme veremos mais adiante. 

Podemos inferir dessas observacoes que a transmissao do som atraves da atmosfera 
corresponde a propagacao de ondas. Qual e a natureza destas ondas? 

Um fluido como a atmosfera nao pode transmitir tensdes tangenciais, de modo que as 
ondas sonoras na atmosfera sao ondas longitudinals, associadas a variacdes de pressao, ou 
seja, a compressoes e rarefacoes, como as ondas ao longo de uma mola consideradas na p. 98. 

Em geral, conforme vamos ver, essas variacoes sao 
extremamente pequenas quando comparadas com a 
pressao atmosferica (valor de equilibrio). 

Podemos obter uma ideia intuitiva do mecanismo 
de propagacao de uma onda sonora considerando o 
que acontece quando se golpeia um gongo (Fig. 6.1(a)). 
A Fig. 6.1(b) mostra, numa vista lateral, como o gongo 
se deforma, vibrando entre as posicoes extremas A e 
B (as deflexoes da placa estao grandemente exage- 
radas na figtira). 



Compressoes 




If t t 

(a) (b) rarefacSes 

— -onda 



Figura 6.1 — Gongo percutido 
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Quando o gongo esta na posicao A, ele comprime as porcdes adjacentes da atmosfera, e 
a compressao vai-se transmitindo sucessivamente de cada camada as camadas adjacentes 
(onda de compressao). Quando o gongo retorna para tras, passando a posicao B, cria-se uma 
zona de rarefacao, e o ar da regiao conti'gua se desloca para preenche-l'a, e assim suces- 
sivamente, produzindo uma onda de expansao. A onda sonora resulta da propagacao das 
camadas de condensacao e de rarefacao alternadas. 

0 deslocamento de ar provocado pelo gongo muda a densidade do ar na camada adjacente 
{condensacao ou rarefacao), o que provoca uma mudanca de pressao (compressao ou 
descompressao). Por sua vez, a variacao de pressao produz o deslocamento da camada de ar 
contigua. e assim por diante. 0 mecanismo dinamico de propagacao da onda pode portanto 
ser sintetizado no seguinte ciclo: 

Deslocamento de fluido 
_ muda densidade — 



Variacao de pressao 
produz deslocamento 



Mudanca de densidade 
gera. mudanca de pressao 



Vamos agora traduzir esta descricao qualitativa num tratamento quantitative do processo. 



6,2 — Ondas soitoras 

(a) Relacao densidade — pressao 

Para uma dada mudanca de densidade, qual e a mudanca de pressao correspondente? 

Ceralmente, para uma dada massa de fluido M ocupando urn volume V, um acriscimo de 
pressao (AP > 0) provoca uma diminuicao (AV < 0) de volume. A magnitude da variacao 
percentual de volume correspondente e - AV/V, e a razao [para variacoes infinitesimais) 



AV/V 



AP 



6.2.1) 



chama-se o mdduio de compressibilidade do fluido. Quanto mais compressi'vel ele for, maior 
a variacao percentual de volume provocada por uma dada variacao de pressao, e por 
conseguinte maior sera o valor de K. 

0 inverso B de K chama-se mnduln de elasticidade volumetrico-. 



B = 4 = - 



AP 



K AVIV 



A densidade p do fluido e 

p = MIV 

de modo que a variacao de densidade correspondente e, por diferenciacao, 



> , AV AV 

V 2 ' V 



(6.2.2) 
(6.2.3) 

(6.2.4) 



Assim, a (6.2.2) se escreve 



B = p 



AP 



(6.2.5) 
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Numa onda sonora, as variacdes de pressao e densidade sao extremamenfe pequenas em 
relacao aos valores de equilibrio dessas grandezas, ou seja, a onda constitui uma pequena 
perturbacao. 

Se chamarmos de p 0 e p 0 os valores nao perturbados (de equilibrio) da pressao e da 
densidade, respectivamente, e de P e p os valores na presenca da onda, temos entao 



P = Po + P 
P = Po+S 



onde 



||Pl«Po- \S\«f 



(6.2.6) 



(6.2.7) 



Assim, a variacao de pressao maxima que nosso ouvido pode tolerar sem provocar sensa- 
cao de dor, numa onda sonora, e inferior a um milesimo da pressao atmosferica: |p/p 0 | < ICr 3 . 
Podemos portanto, com excelente aproximacao, escrever 



p = P-p 0 ^_AP_ 






S p-p 0 Ap 


dp 


0 



(6.2.8) 



onde o indice 0 indica que a derivada e calculada em torno dos valores de equilibrio. A razao 
pela qual escrevemos uma derivada parcial e que a pressao depende nao so da densidade, 
como tambem da temperatura. 

A relacao entre a pressao P, a densidade p (ou o volume V) e a temperatura T, num fluido 
em equilibrio, e dada pela equacao de esfado do fluido. Para um gas ideai, por exemplo, temos 
a bem conhecida lei dos gases perfeitos (Sec. 9.1) como equacao de eslado: 

PV = nfiT (6.2.9) 
onde n e a massa de gas em moles e R e a constante universal dos gases, conforme veremos 
mais adiante (Termodinamica). Para um processo isotermico (ou seja, a temperatura constante) 
num gas ideal, portanto, a pressao P e diretamente proporcional a densidade p: 

\P = ap | (isotermico) (6.2.10) 
onde a e proporcional a T, e por conseguinte e constante num processo isotermico. Logo, 





p 


'dp' 




= 5> 


(11 = 


p 




r.o 





(isotermico) 



(6.2.11) 



onde, o indice T significa que a temperatura e mantida constante durante o processo de 
compressao ou expansao. 

Para que a temperatura de uma dada massa de gas se mantenha constante durante um 
tal processo, e preciso que haja trocas de calor com o meio ambiente externo. Se tais trocas 
nao se realizam, seja porque o gas esta termicamente isolado, seja porque a compressao ou 
expansao e relativamente rapida e nao da tempo para haver trocas de calor, a temperatura 
varia. Assim por exemplo, quando se enche a camara de ar de um pneu de bicicleta, bombeando 
rapidamente, a temperatura aumenta. 

Num processo adiabatico, em que nao ha trocas de calor, veremos mais adiante (Cap. 9, 
(9.4.9)) que a relacao entre P e p e 
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If = bp 7 | (adiabatico) 



(6.2.12) 

onde bey sao constantes. Conforme veremos, yea razao do calor espedfico do gas a pres- 
sao constante ao seu calor espedfico a volume constante; geralmente e ;/> 1: por exemplo, 



para o ar, y= 1.4. A (6.2.12) da 



--byp'^=yPlp 



(6.2.13) 



onde o indice S significa que o processo e adiabatico e reversivel [cf. (10.7.11)]. Logo, ( 
equilibrio, 



Ho 



fadiabatico) 



6.2.14) 



Como y> 1 , vemos por comparacao da (6.2.14) com a (6.2.11) que, para produzir uma 
dada elevacao de densidade Ap, e preciso uma elevacao maior de pressao AP no caso adiabatico 
que no caso isotermico, o que se explica pelo fato de que AP tambem produz uma elevacao de 
temperatura no primeiro caso. 

Identificando AP/Ap com dP/dpna (6.2.5) e comparando com as (6.2.11) e (6.2.14), obtemos 
os valores correspondentes do modulo de elasticidade volumetrica do gas: 

B r = P 0 =l/K T ; B 5 = rP 6 =l/Jf s (6.2.15) 
onde os indices T indicam os modulos isotermicos e os indices S os modulos adiabaticos. 
Vemos que o modulo de elasticidade isotermico de urn gas e igual a pressao do gas. 

(b) Relacao deslocamento — densidade 

Qual e a relacao entre variacoes de densidade e deslocamento do fluido? 

Para discutir mais este elo no ciclo indicado na 
pg. 123, vamo-nos limitar a uma onda unidimensional, 
propagando-se dentro de urn tubo cili'ndrico cuja 
seccao transversal tern area A. Vamos tomar o eixo 
Ox ao longo do eixo do tubo, que coincide com a 
direcao de propagacao da onda. 

Seja u [x, t) o deslocamento sofrido pelas parti- 
culas do fluido na seccao transversal de coordenada 
x no instante t O volume original (antes do des- 
locamento) do fluido compreendido entre as secedes 
xex + Axe 

V = A[(x + Ax)-x] = AAx (6.2.16) 



k— ^- ^'r — " (.1 •• A.r..'i - 
Volume IVolume 
original 'deslocado 



Figura 6.2 — Variacao de volume 



Apos o deslocamento, o volume passa a ser (Fig. 6.2), tomando Ax infinitesimo, 

V + AV = A{[[x + Ax)+u{x + Ax,t)]~lx+ u(x,t)]} 
= A{Ax + lu(x + Ax,t)~u{x,t)]) 



-- AAx 1+ 



u(x+Ax,f)-u(x,i) 
Ax 



=AAx 1+ 
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o que da 



dx 



(6.2.17) 



Dividindo membro a membro pela (6.2.16), obtemos 



AV du. t , 
V dx 



(6.2.18) 



Levando em conta as (6.2.4) e (6.2.6), a variacao de densidade correspondente e 

Ap = _AV = _3u (x ;)= P-P 
p V fee p 



P Po 



3 modo que, finalmente, 



P = p-p 0 =-p 0 — U,f) 



(6.2.19) 



e a variagao de densidade associada a onda de deslocamento. 

0 sinal da (6.2.19) se explica de imediato: se o deslocamento cresce com x {du/dx > 0), 
produz-se uma rarefacao (5 < 0), conforme deveria ser. 



(c) Relacao pressao — deslocamento 

Completando o ciclo da pag. 123, vejamos finalmente de que forma variacoes de pressao 
produzem deslocamentos no fluido. 

Consideremos novamente o elemento de volume do cilindro (Fig. 6.2) compreendido 
entre as seccoes x e x + Ax, cuja massa e 

Am = pAV = p 0 AAx (6.2.20) 
A pressao P (x, t) sobre a face esquerda desse elemento produz uma forca 
AF 2 = P(x,t)A 

e a face direita esta sujeita a uma forca 

AF z =-P[x + Ax,t)A 

dirigida para a esquerda. 

A forca resultante sobre Am e 



AF = AEj + AF 2 = [P(x, t) - P(x + Ax, t)] A = -AAx • 
ou seja, como dP/dx = dp/dx pela (6.2.6), 



P(x + Ax,t)-P(x,t) 



Ax 



AF = -AV^(x,t) 
3x 



(6.2.21) 



A aceleracao do elemento de volume considerado no instante t e d 2 u/df(x, t). Logo, pela 
2." lei de Newton, temos a equacao de movimento 
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, d 2 u , , d 2 u , _ , . dp 
Am — - = PqAAx — - = AF - -AAx — 
dt 2 dt 2 Sx 



o que da 



Po 



3"U _ 3p 
3t 2 ~ to 



(6.2.22) 



(6.2.23) 



que e a relacao procurada. Esta equacao de movimento e a versao unidimensional da (2.3.3), 
com f = 0. 

(d) A velocidade do som 

Podemos agora obter a equacao de propagacao das ondas sonoras, percorrendo o ciclo da 
pag. 123. 

Pela (6.2.191, um deslocamento do fluido produz uma variacao de densidade 
■ 3u 

Pela (6.2.8), esta variacao de densidade produz uma variacao de pressao 











JO 





dx 



(6.2.24) 



Finalmente, os deslocamentos gerados por esta variacao de pressao obedecem a equacao 
de movimento (6.2.23): 



Po 



ru__3p_ [8F] a'-u 



o que leva a equacao de ondas 



1 d 2 u d 2 u 
v 2 dt 2 dx 2 



= 0 



com a velocidade de propagacao dada por 



(6.2.25) 



(6.2.26) 



(6.2.27) 



Esta e portanto a velocidade do som no fluido. 

Derivando em relacao ax ambos os membros da (6.2.26), vemos que 



1 d 2 




-JL 




v 2 3f 2 


(1) 


dx 2 


,3xJ 



pois a ordem das derivadas parciais pode ser invertida. Comparando com as (6.2.19) e (6.2.24), 
obtemos 



1 d 2 S fS_ 1 9 2 p 3 2 p 
v 2 3f 2 ~3x 2 y 2 9f 2 3x 2 



(6.2.28) 
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de modo que as variacdes de tiensidade e pressao tambem obedecem a mesma equacao de 
onda, ou seja, propagam-se com a velocidade do som. 



Velocidade do som em gases 

Como vimos acima, o valor de raP/3p) 0 MBB gas depende da natureza do proccsso de 
compressao ou expansao do gas. Se este processo for isotermico. a (6.2.11) da 



(6.2.29) 



Este resultado para a velocidade de som num gas foi obtido por Newton e publicado nos 
"Principia". Newton usou urn modelo para a propagacao do som analogo ao de oscilacoes 
numa serie de molas acopladas. Note que, no tubo cilmdrico que estamos considerando, cuja 
seccao transversal tern area A, a densidade linear de massa e u = poA, e a forca sobre a seccao 
e F = PoA (analogo da tensao T numa corda distendida), de modo que a (6.2.29) e igual a \F/u, o 
que deve set comparado com a (5.3.6). 

Nas condiroes normals de temperatura e pressao 

(P 0 = latm = l,013xl0 3 N/m 2 , T = 0°C = 273 K) 
a densidade do ar e p 0 - 1,293 kg/m 3 e a (6.2.29) da 

VVPo =280 m/s (6.2.30) 

ao passo que o valor experimental da velocidade do som no ar nessas condicoes e de 332 
m/s, que e aproximadamente 1,186 vezes maior. 

Com os dados experimentais disponiveis na epoca de Newton, a discrepancia era de um 
fator a 1.166 = 1+-. Para explicar a diferenca, Newton fez o que freqiientemente faz o 
estudante que nao encontra o valor esperado num trabalho de laboratorio: "cozinhou" o 
resultado, inventando uma explicacao inteiramente "ad hoc", segundo a qual 1/9 do espaco 
seria ocupado por "particulas solidas" (moleculas?) de ar, atraves das quais o som se 
transmitiria instantaneamente, e vapor de agua presente no ar, na proporcao 1:11, tambem 
nao tomaria parte na propagacao! 

A explicacao correta so foi dada por Laplace mais de um seculo depois, em 1816. As 
compressoes e expansoes numa onda sonora sao tao rapidas que nao da tempo para que a 
temperatura se uniformize: nao chega a haver trocas de calor, ou seja, o processo e adiabatico. 

Pela (6.2.14), temos entao, substituindo na (6.2.27), 



j(BP/dp) Si0 =^Po/Po 



(6.2.31) 



Para o ar, tem-se /- 1,4, e o valor (6.2.30), multiplicado por VIS da v = 332 m/s nas 
condicoes normais de temperatura e pressao, em excelente acordo com a experiencia. 

Para uma massa M de gas de massa molecular m, o numero n de moles e n = M/m, de 
modo que a (6,2.9) se escreve 
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Levando na (6.2.31), 



'rRT/i 



(6.2.33) 



Logo, a veloadade do som num gas e independente da pressao, mas cresce com a raiz 
quadraaa as te mperatura ahsoluta. Assim, a temperature de 20°C (= 293 K) a velocidade do 
som no ar e de -.293/273 x 332 m/s « 344 m/s. 

Vemos tambem pela (6.2.33) que a velocidade do som e inversamente proporcional a raiz 
quadrada da massa molecular do gas. A mesma temperatura, a velocidade do som no H, 
\m » 2) e aproximadamente 4 vezes maior que no 0 2 (m = 32). 

Velocidade do som na agua 

Quando submetido a uma pressao de 20 atm, o volume de 1 1 de agua, a temperatura ambiente 
decresce de aproximadamente 0,9 cm 3 , o que corresponde a - AV/V=0 09% = 9 x 10" 4 para 
AP « 2 x 10° N7m 2 , demodo que a (6.2.2) da , 

B = 2,2xl0 9 N/m 2 
e a densidade da agua e p„ = 10 3 kg/m 3 . As (6.2.27) e (6.2.5) dao 



(6.2.34) 

de modo que, para a agua, obtemos v . V2,2xl0 6 m/s - 1.483 m/s, em excelente acordo com 
o resultado experimental. 

Para ondas longitudinals num solido, os valores tipicos tanto de B como de p 0 sao maiores- 
um valor tipico de v e da ordem de 3.000 m/s. 

6.3 - Ondas sonoras harmonicas, Intensidade 

Uma onda sonora harmonica progressiva no tubo cilmdrico considerado na Fig 6 2 corres- 
ponde a uma solucao da (6.2.26) da forma da (5.2.10): 



\u(x,t) = Ucos(kx-at + 8)\ (6.3.1) 

O comprimento de onda e 

X = vt = v/v f6 .3. 2 ) 

onde v e a frequencia, que para ondas sonoras audiveis varia entre - 20 Hz e - 20 KHz Como 
a velocidade do som no ar e da ordem de 340 m/s, vemos que X varia, para sons audiveis no ar 
entre -1, / cm e - 1 / m, ou seja, o comprimento de onda das ondas sonoras e da mesma ordem 
que dimensoes macroscopicas tipicas. Este fato e muito importante no tratamento da 
propagagao das ondas sonoras. 

(6 2 27)°" da * PreSSS ° corres P° ndente a ""da de deslocamento (6.3.1) resulta das (6.2.24) e 



Plx,t) = -p 0 v 2 ^{x,t) = v 2 8(x,t) 



(6.3.3) 

?^ e J (X : 4 dad ° pela (6 ' 2 ' m re P resent a a onda de variacao de densidade. Substituindo na 
(6.3.1), obtemos 
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| p{x,t) = p sen {kx-oX+5) \ (6.3.4) 

onde 

j p = p 0 v 2 W (6.3.5) 

e a amplitude depressao correspondente a amplitude de deslocamento U(a amplitude de cada 
grandeza representa o valor maximo dessa grandeza na onda). 

As (6.3.1) e (6.3.4) mostram que 
as ondas de deslocamento e de pres- 
sao estao em quadratura (defasadas 
de 90" entre si). A origem deste 
resultado esta explicada na Fig. 6.3. 
Em (a) vemos o grafico da onda de 
deslocamento. Em (b), os desloca- 
mentos longitudinals de uma serie de 
particulas foram indicados: a par- 
ticula da posicao 1 (•) se desloca para 
l'( ), a da posicao 2 permanece 
imovel, e assim por diante. Vemos que 
as particulas entre 1 e 3 se deslocam 
para posicoes entre 1' e 3', correspondendo a uma expansao. As particulas entre 4 e 6 se 
deslocam para a direita, cada uma mais do que a seguinte (compressao), e entre 6 e 8 para a 
esquerda, cada uma menos do que a seguinte (tambem compressao). Os resultados em termos 
de expansoes e compressoes estao representados na Fig. (c) acima, que mostra a defasagem 
de 90° entre p e u. 




lntensidade 

Como no caso das ondas numa corda (Secao 5.4), uma onda progressiva de som num tubo 
transporta energia. Para uma onda harmonica, a intensidade e definida como a energia media 
transmitida afraves da secpao, por um'dade de tempo e area. 

Para calcular a intensidade correspondente a (6.3.1), notemos que a forga exercida sobre 
uma camada fluida na posicao x devido a passagem da onda e, segundo a (6.3.4), 

F = pU,l)A = pAsen(kx-cot + S) (6.3.6) 

e a potencia instantanea e, pela (6.3.1), 

F— = o)ApV sen 2 (kx- cot + S) (6.3.7) 

dt 

Calculando a potencia media com o auxilio da (4.2.5) e dividindo pela area A, obtemos a 
intensidade ( da onda: 

Exprimindo p como funcao de [/pela (6.3.5), onde vk = to [cf. (5.2.9)], obtemos 

J = |p 0 ™ 2 U 2 (6.3.9) 
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o que deye ser comparado com a (5.4.4): a intensidade e proportional ao quadrado do produto 
da frequencia pela amplitude da onda de desiccamento. 

Por outro lado, as (6.3.5) e (5.2.9) tambem permitem exprimir I como funcao de p: 

(6.3.10) 



I = l P" 



Novamente, I e proportional ao quadrado da amplitude da onda, mas, expressa em termos 
da amplitude de pressao, e independente da frequencia. Logo, para medir I, e mais convenien te 
usar detectores de variacoes de pressao do que de deslocamento, porque medindo p z podemos 
comparar diretamente resultados obtidos para sons de frequencias diferentes. 

0 limiar de audibilidade corresponde a intensidade do som mais fraco que pode ser ouvido. 
Seu valor depende da frequencia; para \- = 10 3 s" 1 e dado por 

i 0 = 10- ,2 W/m 2 (6.3.11) 
Para o ar a temperaturas ordinarias, temos p 0 = 1.3 kg/m 3 , v = 340 m/s e a (6.3.10) da, para 
a amplitude de pressao associada a I 0 , p = 3 x lO" 5 N/m 2 . Por outro lado, com <s>= 2kx 10 3 Hz, 
a (6.3.9) da a amplitude de deslocamento associada a f 0 ; e t/ 0 = 1,1 x 10"" m = 0,1 A, que e 
menor do que urn diametro atomico! Vemos que nosso ouvido e urn detector extraordinaria- 
mente sensivel, capaz de detetar deslocamentos do timpano dessa ordem de grandeza. 

O limiar de sensacao dolorosa corresponde a intensidade sonora maxima que nosso ouvido 
pode tolerar: abaixo dele, temos a sensacao de som; acima, uma sensacao de dor. Para v = 10 3 
r 1 , ele corresponde a 

r m -lW/m 2 (6.3.12) 

C omo I m - 10 12 1 0 , as amplitudes de pressao (p m ) e de deslocamento (UJ associadas 
serao HJIq ~_10 6 vezes maiores que os valores acima, ou seja, p m ~ 30 N/m 2 - 3 x 10^ atm, e 
U m - 1,1 x 10"° m - 10~ 2 mm. A dependencia da frequencia torna-se patente neste resultado, 
pois podemos tolerar pressoes adicionais - 0,5 atm, ou seja, - 10 3 vezes maiores, sem sensacao 
de dor no ouvido, quando estas pressoes sao estaricas, ou seja, de frequencia 0 (quando 
mergulhamos alguns m sob a agua, por exemplo). 

Em lugar da intensidade, costuma-se utilizar na pratica o m'vei de intensidade sonora, 
que e medido numa escala logaritmica, de modo que incrementos iguais na escala correspon- 
dent a fatores iguais de aumento na intensidade. Uma das razoes para isto, ilustrada pelas 
(6.3.11) e (6.3.12), e o grande alcance de intensidades audiveis, cobrindo muitas ordens de 
grandeza. Outra razao e uma "lei" empirica psicofisica, devida a Weber e Fechner, segundo a 
qual a "sensacao" produzida por um determinado estimulo e proporcional ao logaritmo da 
"excitacao" (a razao das aspas e que e diflcil quantificar o conceito psicologico de "sensagao 
auditiva"). 

A unidade de m'vel de intensidade e o bel (nome dado em homenagem a Alexander Gra- 
ham Bell): dois sons diferem de 1 bel quando a intensidade de um e 10 vezes maior que a do 
outro. Na pratica, usa-se o decibel = 0,1 bel. Toma-se como intensidade de referenda o valor 
da intensidade I 0 dado pela (6.3.11), que corresponde ao nivel zero de intensidade (limiar de 
audibilidade), definindo o nivel de intensidade a por. 



| a = 10 log 10 (J / Iq ) db (= decibeis) (6.3.13) 



Damos a seguir alguns exemplos tipicos de nivel sonoro (ordens de grandeza): 
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Limiar de audibilidade 0 db 

Murmurio 20 db 

Musica suave 40 db 

Converse comum 65 db 

Rua barulhenta 90 db 

Aviio proximo 100 db 



Pelas (6.3.12) e (6.3.11), IJk = 10 "' de modo <3 ue a = 120 db corresponde ao limiar de 
sensacao dolorosa. 

6,4 — Sons musicais. Altura e timbre, Fontes sonoras 

A caracteristica que distingue urn som musical de um ruido e a periodiridade. 

Isto nao significa que um som musical tenha de 
corresponder a uma onda harmonica (sinusoidal), mas 
tao-somente que seja periddico, como ilustrado no 
grafico da pressao x tempo na Fig. 6.4(a); a Fig. 5.4(b) 
representa um ruido (grafico aperiodico). 

As quaJidades que distinguimos num som musi- 
cal, pelas sensacoes subjetivas que provoca, sao sua 
intensidade, altura e timbre. A intensidade, como vi- 
mos, esta relacionada com a amplitude da onda 
sonora. 

Figura 6.4 — (aj Som musical; (b) Ruido 



Altura 

A altura de um som musical corresponde a sensacao que nos permite distinguir entre sons 
mais graves e mais agudos. A caracteristica fisica de uma onda sonora como a da Fig. 6.4(a) 
associada com a altura e a fregiiencia v = 1/r : quanta maior for v, mais agudo e o som; sons 
mais graves correspondem a frequencias mais baixas. 

A relagao entre altura e freqiiencia foi com- 
provada experimentalmente por Hooke em 1681, 
apertando um cartao contra os dentes de uma roda 
dentada em rotacao: quanto mais rapida a rotacao, 
mais agudo era o som assim produzido. O mesmo 
principio e usado nas sereias, onde um disco com 
Figura 6.5 — Sereia perfuracoes (Fig. 6.5) gira diante de um jato de ar sob 

pressao, que sai atraves das perfuracoes quando elas 
passam em frente ao jato. 

Notas e escalas musicais 

As notas musicais correspondem a sons com certas frequencias bem determinadas, obcdcccn 
do a convencoes estabelecidas no decurso da historia. 

O intervalo entre duas notas musicais de frequencias v-i e v 2 e definido pela razao das 
frequencias v 2 /v,. Em particular, quando v 2 = 2v 1; dizemos que e um intervalo de oitara, e os 
dois sons sao percebidos como a "mesma" nota musical em alturas diferentes. E o caso das 
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Figura 6.6 — Intervalo de oitava 



duas notas do da ilustracao (Fig. 6.6!. 

Pitagoras ja havia descoberto, no seculo VI a.C, 
que sons musicais harmoniosos sao emitidos por uma 
corda vibrante cujo comprimento e dividido segundo 
proporcoes simples, o que altera na mesma proporcao 

a frequenua v, do torn fundamental da corda [cf. (5.7.13)]. Assim, reduzindo o comprimento a 
rnetaae, o torn fundamental produzido esta uma oitava acima; a proporcao 2:3 da a razao de 
frequences 3/2, e corresponde ao intervalo de quinta, que separa as notas do e sol, e assim 
por diante. Esta descoberta da relacao entre sons harmonicos e numeros inteiros pequenos 
levou Pitagoras a formuiar a ideia de que "todas as coisas sao numeros". 

A tabela abaixo da os intervalos v,/v, entre do e as demais notas na escala diatonica 
maior "natural" e os mtervalos Wj, entre cada duas notas consecutivas: 



Nota 


r~ do 


re 


mi 


fa 


sol 


la 


Vi/V] 


i 


9 '8 


5/4 


4/3 


3/2 


5/3 






(segunda) 


(terca) 


(quarta) 


(quinta) 


(sexta) 



VrA'n- 



9/8 



10/9 



16/15 



9/8 



10/9 



15/8 
(setima) 



do 



2 

(oitava) 



Um som musical emitido por uma corda vibrante, por exemplo, corresponde a um 
movimento penodico, e como tal pode ser analisado em serie de Fourier, como vimos na 
becao o,8. Geralmente, portanto, temos, alem do torn fundamental de freauencia v, uma 
superposicao de tons harmonicos, de frequencias v 2 = 2v„ n 3 = 3v„ etc., com amplitudes que 
tendem a decresrer. Se v, corresponde ao do de uma escala, v 2 = 2v, e o do da escala seguinte 
(uma oitava acima), v 3 = 3v, e o soi da escala seguinte (v 3 /v 2 = 3/2), v 5 = 5v t e o mi duas escalas 
acima (v 5 /v 4 = o/4), e assim por diante, de modo que sao gerados naturalmente acordes com 
v anas notas de escalas sucessivas (embora com intensidades que tendem a cair rapidamente). 

Tres notas como do-mi-sol, cujas frequencias guardam entre si a proporcao 4'5-6 for- 
mam um acorde perfeito maior, que soa particularmente harmonioso. A escala natural contem 
tres desses acordes: fa-la-do; do-mi-sol; sol-si-re (verifique as proporcoes usando a tabela 
acima!). 

Por que razao esses acordes sao harmoniosos? Embora seja arriscado quantificar uma 
sensacao estetica, e uma hipotese convincente que a explicate esteja relacionada com a 
geracao de harmonicos quando uma nota e produzida. Indicando por um fndice inferior a 
escala a que pertence uma nota, de forma que do, esta uma escala acima (oitava) de do, 

vimos acima que os harmonicos de do, sao do 2 , sol 2 , dd 3 , mi 3 , sol 3 Por conseguinte 

quando tocamos simultaneamente do,, mi,, sol,, havera muitas coincidencias entre os 
harmonicos gerados pelas tres notas, levando a consonancia. 

Por outro lado, dois sons de frequencias prdximas mas nao coincidentes dao origem a 
batimentos (Secoes. 3.5, 5.5), cuja rapidez aumenta quando o intervalo entre os sons aumenta 
acabando por produzir uma sensacao aspera e desagradavel em nosso ouvido (batimentos 
de frequencia mais elevada acabam por nao ser mais perceptiveis). Sons dissonantes tern 
batimentos entre si e seus harmonicos, que geram essa sensacao desagradavel. A explicacao 
que acabamos de dar da consonancia e da dissonancia e devida a Helmholtz, em seu grande 
tratado "Sensacoes de Tom" (1875). 

i A escala "natural" dada na tabela acima nao e a escala reproduzida no teclado de um 
piano. A razao e que a escala apresenta desvantagens quando se deseja (como e muito freqiiente 
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na musica) transpor urns melodia, repetindo-a numa altura diferente. Devido a desigualdade 
dos intervalos, se quisermos uma transposicao tomando como tonica, por exemplo, o sol em 
lugar do do o analogo do re seria 3/2 x 9/8 = 27/16 em lugar de 5/3 = la, o que daria uma nova 
nota la* com uma relacao de frequencias 27/16 + 5/3 = 81/80 = 9/8 + 10/9 para o la. Para 
permitir transposicoes que nao soassem falso partindo de qualquer nota da escala como 
tonica, seria precise introduzir urn grande numero de notas intermediarias, o que nao e 
praticavel num instrumento de teclado fixo. como o piano. 

A solucao foi obtida introduzindo a escala de igual temperamento, adotada no seculo 
XVIII com o'apoio de Johann Sebastian Bach, que escreveu para ela o "Crave Bern Temperado". 
Nesta escala, a oitava e dividida em 12 intervalos iguais (semitons temperados), correspond 
dendo cada um a 2 1 12 = 1.0595, ou seja, a uma frequencia aproximadamente 6% maior. A 
tabela abaixo, que da as notas da escala cromatica temperada, mostra que este e um bom 
compromisso, pois os intervalos sao bastante proximos dos da escala "natural". 



Escala cromatica 



Nota 


Do 


D6# 


Re 


Re# 


Mi 


Fa 


Fa# 


Sol 


Sol# 


La 


La# 


Si 


intervalo 
temperado 


1,0000 


1,0595 


1,1225 


1,1892 


1,2600 


1,3348 


1,4142 


1,4983 


1,5874 


1,6818 


1,7818 


1,8877 


Intervalo 
natural 


1,0000 




1,1250 
= 9/8 




1,2500 
= 5/4 


1.3333 
= 43 




1.5000 
= 3/2 




1,6666 
= 5/3 




1,8750 
= 15/8 



A frequencia absoluta foi fixada, por uma convencao internacional, defmindo a frequencia 
da nota la da escala media do piano como v = 440 I Iz. 



Timbre 

Dois sons musicals de mesma intensidade e altura ainda podem diferir por outra qualidade, 
que chamamos de timbre do som. Assim, nosso ouvido distingue claramente a diferenca en- 
tre a mesma nota la emitida por um piano, violino, flauta ou pela voz humana, por exemplo. O 
timbre representa uma especie de "coloracao" do som. 

A explicacao fisica das diferengas de timbre e que 
nosso ouvido reconhece como a mesma nota "la" duas 
ondas sonoras periodicas de mesma frequencia v, = 
1/t! = 440 Hz, muito embora os perfis de onda corres- 
pondentes possam ser muito distintos, como os das 
Fig. 6.7(a) e (b); basta que tenham o mesmo periodo. 

Como para qualquer funcao periodica do tempo, 
podemos representar a onda associada a um som mn- 
Figura 6.7— Ondas diferentesassociadas sical por uma Sf 3 ne de Fourier (Secao 5. 8), que, alem 
a nota "la" do tom fundamental de frequencia v,, contera em geral 

componentes de Fourier associadas a todos os tons harmdnicos v„ = nv, (n = 2, 3, ...). As 
diferaiies proporfdes em que entram os tons harmdnicos definem o timbre do som. Por 
exemplo: o som da Fig. 6.7(b) e bem mais rico em harmdnicos de ordem mais elevada que o 
da Fig. 6.7(a), embora o tom fundamental seja o mesmo. 

E interessante observar que nosso ouvido parece ser insensivel as fases S B , das compo- 
nentes de Fourier (5.8.6): o timbre so depende das intensidades das componentes (propor- 
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cionais a B% na (5.8.6)), que podem ser representadas num espectro acustico, onde e dada a 
intensidade em funcao de n. 

A Fig. 6.8 mostra um espectro acustico tipico de 
um ciarinete, cujo timbre se caracteriza pelo fato de 
que os harmonicos de ordem par tendem a ter 
intensidade bem mcnor que os dc ordem impar. Ja o 
espectro da flauta tende a concenfrar-se no torn fun- 
damental e nos primeiros dois outres harmonicos. 0 
timbre de um piano, cujas cordas sao percutidas por 

martelos. e diferente do de um harpsicordio, cujas Figura 6.8 -Espectro acustico 
cordas sao tangidas, ou seja, puxadas e depois soltas. 



Intensi- 
dades 



0 1 2 3 4 5 6 7 



Fontes sonoras 

Ja discutimos os modos normais de vfbracao de uma corda tensa, presa nas extremidades 
(Sccoes 5.7, 5.8), que sao utilizados em todos os instrumentos musicais de cordas, como o 
piano, violino, harpa . . . 

Vamos considerar agora os modos normais de vibracao de uma coluna de ar, que cons- 
tituem a base de todos os instrumentos de sopro. Para fixar as ideias, vamos tomar um tubo 
cih'ndrico, que podemos identificar com um fubo de orgao, aberto numa extremidade, a partir 
da qual se produz a excitacao da onda sonora (soprando ar atraves de foles, por exemplo), e 
podendo ter a outra extremidade aberta ou fechada. 



Colunas de ar 

A entrada de ar pela abertura de um tubo de orgao 
(Fig. 6.9) gera um antinodo (maximo) de desloca- 
mento. Se a outra extremidade do tubo estiver fe- 
chada, o deslocamento se anula nessa extremidade 
(nodo de deslocamento). Como a onda de pressao esta 
em quadratura com a onda de deslocamento (Secao Ar' 
6.3), uma extremidade fechada corresponde a um 
antinodo de pressao. H 0 ura 6 9 - Tubo de 6r 9 So 

Numa extremidade aberta, a pressao total P deve permanecer aproximadamente constante 
e igual a pressao atmosferica p 0 , de modo que, pela (6.2.6), a variacao de pressao p se anula: 
uma extremidade aberta corresponde entao a um nodo da onda de pressao, o que equivale a 
um antinodo de deslocamento. Na verdade, a variacao de pressao so se anula um pouco adiante 
da extremidade aberta: a coluna de ar vibrante se estende um pouco alem da extremidade 
aberta. Para um tubo de seccao circular e paredes nao muito espessas, esta "correcao termi- 
nal" equivale a corrigir o comprimento efetivo do tubo, acrescentando-lhe » 0,6 R, onde Reo 
raio do tubo. 

Quando uma onda sonora harmonica progressiva atinge a extremidade do tubo, a 
condicao de contorno de que ela corresponde a um nodo de pressao p ou deslocamento u da 
origem a uma onda refletida, com defasagem de 180° para p ou u, respectivamente, exatamente 
como acontece na reflexao na extremidade fixa de uma corda vibrante (Secao 5.6). Pela (6.3.3), 
p = 0 equivale a du/dx = 0, o que corresponde a condicao de contorno de extremidade livre 
(5.6.7) para a corda vibrante, ou seja, quando a onda de p se reflete com defasagem de 180°, a 
onda de u se reflete sem mudanca de fase e vice-versa. 

Como no caso da corda, a interferencia entre as ondas incidente e refletida da origem a 
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ondas estacionarias, que sao os modos normals de \nhracao da coluna de ar contida no tubo. 

Na Fig. 6.10, que deve ser comparada a 5.24 para uma corda vibrante, estao representadas 
graficamente as ondas de desiocamenfo u para os modos mais baixos de uma coluna de ar 
vibrante aberta em ambas as extremidades (figuras da esquerda), mostrando que todos os 
harmonicos do torn fundamental Vi estao presentes, e para urn tubo fechado numa extremidade 
(e aberto na outra), mostrando cue so os harmonicos impares do torn fundamental vf estao 
presentes neste caso. As ondas estacionarias de pressao correspondentes estao em quadratura 
com as de u, de forma que, para o tubo aberto em ambas as extremidades, correspondem 
exatamente as da Fig. 5.24. 



Nodo 




abertos em ambas as extremidades 




fechados rmma extremidade 



Figura 6.10 — Modos normals de urn tubo de orgao 



A verificacao experimental destes resultados 
pode ser feita atraves de uma experiencia de res- 
sonancia, ilustrada na Fig. 6.11. Um diapasao vibrante 
D de freqiiencia v conhecida excita ondas sonoras 
numa coluna de ar, contida num tubo cilmdrico de 
vidro, com agua na parte inferior. Faz-se variar o 
comprimento i da coluna variando o m'vel N da agua 
no tubo. A coluna de ar e aberta numa extremidade e 
fechada na outra, de modo que se produzem resso- 
nancias quando I = M, i'AIA, 5A/4, ... (Fig. 6.10), onde 
Figura 6.11 — Ressonancia is v/ve ve a velocidade do somno ar. A ressonancia 

e detectada pelo reforco consideravel produzido na 
intensidade sonora. Medindo i, pode-se determinar X e por conseguinte v. 

Mais geralmente, o ar contido numa cavidade de forma qualquer possuira uma serie de 
freqiiencias de ressonancia associadas aos seus modos normais de vibracao, constituindo 
uma cavidade acusfica ressonante. 0 "barulho do mar" que se ouve, quando se cola o ouvido 
a abertura de uma concha marinha, nao passa da excitac ao de modos ressonantes da cavidade 
por ligeiras correntes de ar. 

0 som que se origina das cordas vibrantes de um instrumento musical tal como o violino 
ou o piano e promndamente influenciado pela "caixa de som" do instrumento, constituida 
das partes de madeira. Procura-se neste caso evitar a ocorrencia de ressonancias muito 
pronunciadas, pois o objetivo e, pelo contrario, reforcar uniformemente todas as notas. 




6.4 - SONS MUSICA1S. ALTURA E TIMBRE. FONTES SONORAS 



137 



Para utilizacao em instrumentos musicals, e importante, como vimos ao discutir as origens 
da consonancia e dissonancia, que os modos normais de vibracao tenham frequencias harmd- 
nicas (multiplas inteiras) de urn torn fundamental. 

As colunas de ar cilindricas circulares, que tern essa propriedade, sao utilizadas no orgao, 
na clarineta e na flauta. 

A unica outra forma simpfes de tubo que da 
origem a harmonicos e a forma cdnica. Neste caso, 
, numa aberturaproxima do vertice do cone (Fig. 6.12), 
teremos ainda um nodo de deslocamento, ao passo 
que a outra extremidade aberta e um antinodo. Tubos 
de forma conica sao unlizados em diversos instru- 
mentos de sopro. tais como o oboe, o saxofone e o 
fagote. 




Figura 6.12 — Tubo conico 




Membranas e placas vibrantes 

Os modos normais de vibracao de membranas e de'placas nao sao harmonicos do torn funda- 
mental, e sao utilizados em instrumentos musicais de percussao, tais como os tambores, 
geralmente apenas para marcar o ritmo. 

Podemos colocar em evidencia os modos normais de vibracao de membranas e placas 
por um metodo devido a Chladni. Espalha-se areia fina sobre a membrana ou placa vibrante. 
A areia se acumula, formando monticulos, sobre as linhas nodais, onde a amplitude de vibracao 
se anula. As figuras assim formadas chamam-se figuras de Chladni. 

Alguns exemplos para placas quadradas e 

circulares estao ilustrados na Fig. 6.13. As linhas 

nodais separam regioes onde o deslocamento e para 

cima (+) e para baixo (-). Para excitar estes modos, a 

placa pode ser friccionada com um arco de violino, 

por exemplo, na posicao de um antinodo, ao mesmo 

tempo que se imobilizam fcolocando um dedo, p. ex.) 

pontes onde se quer produzir um nodo, dando origem 

a linhas nodais. 

Figura 6.13 — Figuras de Chladni 

Ultrassons 

Conforme foi mencionado na Secao 6. 1, os sons audiveis correspondem a freqiiencias compre- 
endidas entre 20 Hz e 20 KHz. Para freqiiencias abaixo de 20 Hz, temos infra-sons, e acima de 
20 KHz estao os ultra-sons; as ondas correspondentes tern exatamente a mesma natureza das 
ondas sonoras, embora nao sejam audiveis. 

E possivel gerar ultra-sons, entre outros metodos, utilizando vibracoes de um cristal de 
quartzo provocadas pelo efeifo piezoeletrico: um campo eletrico, aplicado a determinados 
cristais (entre os quais o quartzo) provoca uma deformacao mecanica. Assim, aplicando um 
campo eletrico alternado de alta freqiiencia, produz-se uma vibracao dessa frequencia. E 
possivel produzir ultra-sons com freqiiencias de ate centenas de milhoes de Hz, cujo 
comprimento de onda X= v/v e tao pequeno quanto comprimentos de onda da luz visivel 
(- 10~ 3 cm)! 

Ondas ultra-sonicas adquirem, devido a seu pequeno comprimento de onda, varias 
propriedades da propagacao da luz. A propagacao retilinea permite dirigir feixes de ultra- 
sons e, atraves da deteccao do eco, localizar objetos submersos por um metodo analogo ao 
radar (sonar). Os morcegos utilizam uma especie de sonar para orientar-se e detectar insetos. 
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Os ultra-sons produzem efeitos mecanicos sobre o meio em que se propagam, que dao 
origem a uma grande variedade de aplicacoes iecnicas (deteccao de defeitos, limpeza de pecas, 
perfuracao, ...). 



6.5 — Ondas em mais dimensdes 

Ate agora, consideremos apenas ondas unidimensionais, que se propagam somente em uma 

dimensao. Isto vale tanto para as ondas transversals 
numa corda vibrante como para as ondas sonoras 
longitudinals num tubo cillndrico. 

Uma onda pode propagar-se numa so direcao 
tambem no espaco tridimensional. Se esta direcao, 
representada por OQ na Fig. 6.14, for tomada como 
eixo Of definindo uma coordenada C ao longo dela, 
uma onda harmonica progressiva ao longo desta 
direcao, cujo vetor unitario designaremos por I, e da 
forma [cf. (6.3.1, 6.3.4)1 




y(r,f) = ^cos(kc-ftt+g) | (6.5.1) 
Figura 6.14 — Onda plana - , 

num ponto P com OP = r (Fig. 6.14), onde f = OQ e a 

projegao de OP sobre a direcao £, ou seja, 

f=i-r (6.5.2) 

A funcao de onda p (r, t) e uma grandeza escalar, que pode representar, por exemplo, a 
pressao numa onda sonora (em tres dimensdes, o deslocamento e um vetor!). Tambem se 
pode tomar if como o potencial de velocidades (2.6.14), que, pela (6.2.23), esta relacionado 
com a pressao por p 0 3v/3t = - grad p, com v = grad ip, o que da p = - p$<pBt. 

Substituindo a (6.5.2) na (6.5.1), vemos que ela tambem pode ser escrita 



<p(r,t) = ^cos(k ■ r - at + S) = Re[Ac" r "° r) ] 



(6.5.3) 



onde A = /4e lS e a amplitude complexa da onda, em notacao complexa, e 



v I 



(6.5.4) 



chama-se o vetor de onda. A magnitude de k e o numero de onda k, e sua direcao e a direcao 
de propagacao da onda. 

A fase da onda e o argumento do co-seno nas (6.5.1) ou (6.5.3), ou seja, k-r - cat + S = Jcf 
- at + & Chama-se superficie de onda ou frente de onda o lugar geometrico dos pontos de fase 
constante num dado instante. 

As (rentes de onda no presente caso sao definidas 
por k-r = constante, o que equivale a f = constante e, 
pela (6.5.2), e a equac ao de um piano perpendicular a 
diregao de propagagao (Fig. 6.14). 

Como as frentes de onda sao pianos, a (6.5.3) e 
chamada de onda plana. A intensidade I da onda, 
proporcional a A 1 = |A| 2 [cf. (6.3.10)], representa a 




Figura 6.15 — Frentes de onda 
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energia media por unidade de tempo que atravessa uma area unitaria perpendicular a direcao 
de propagacao, e que e a mesma para todos os pianos de fase constante. 
Se 



onde 



a (6.5.3) se escreve 



r = (x,y,z); k=(k x ,k y ,k z ) 



<p(r,t) = /4cos(k x x + Jc v y + j£ 2 z- cof + 5) 
Derivando duas vezes a (6.5.7) em relacao a x ou a t, obtemos respectivamente, 



(6.5.5) 



(6.5.6) 



(6.5.7) 



de modo que a (6.5.6) implica 



dt 2 



d z (f> d 2 <p ^ crtp _ 1 d 2 (p 
dx 2 dy 2 dz 2 " v 2 di 2 



(6.5.8) 



Esta e a eguafao de ondas tridimensional. Em particular, se p so depende de uma das 
coordenadas, como x (ou seja, d<p/dy = dtpldz = 0), ela se reduz a equacao de ondas unidimen- 
sional (5.2.24). 



Ondas esfencas 

Qualquer fonte de ondas (por exemplo, urn alto-falante, que emite ondas sonoras), a uma 
distancia suficientemente grande (muito maior do que as dimensoes da fonte), deve aparecer 
como uma fonfe puntiforme. Se a velocidade de propagacao da fase e a mesma em todas as 
direcoes, como acontece com a velocidade do som no ar (meio isotrdpico), as superficies de 
fase constante a grande distancia devem ser esferas com centro na fonte. 

Tomando a origem das coordenadas na posicao da fonte, o fator de propagacao da fase 
para uma onda harmonica progressiva emanada da fonte deve portanto ser da forma 

cos(kr-mt + S) (6.5.9) 
onde r = V? + y- + z d e a distancia a fonte. A fase da 
onda, que e o argumento do co-seno na (6.5.9), e 
constante, num dado instante, para r = constante, ou 
seja, as frenfes de onda sao esferas concentricas, com 
centro na posicao O da fonte (Fig. 6.16), o que justifica 
o nome de onda esferica. 

Como deve variar a amplitude da onda com a , : 
distancia da fonte? A energia media por umdade de 

tempo emitida pela fonte deve ser constante para uma onda harmonica, de modo que o fluxo 
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medio de energia por unidade de tempo que atravessa qualquer (rente de onda deve ser 
constante, independente do raio r da frente de onda. 

Por outro lado, a area total de uma frente de onda de raio r e 4/r r 2 , ou seja, cresce com o 
quadrado do raio. Logo, a intensidade I (fluxo medio por unidade de tempo e de area) cai 
como l/r 2 , de modo que a amplitude cai com Mr. A funcao de onda que representa uma onda 
esferica harmonica progressiva deve portanto ser da forma 



ptr,t) = -cos(Jtr- tot + 5) 
^ r 



(6.5.10) 



onde a e uma constante e r = |r| = (x 2 + y 2 + z 2 ) 1 ' 2 a distancia a fonte. Pode-se mostrar que a 
(6.5.10) e efetivamente solucao da equacao de ondas tridimensional (6.5.8). 

A grande distancia da fonte, uma pequena porcao 
de onda esferica, compreendida numa regiao J? 
limitada (Fig. 6.17), comporta-se como uma porcao 
de onda plana; isto se aplica a uma porcao de frente 
de onda esferica de dimens'oes muito maiores que o 
comprimento de onda, mas muito menores do que o 
raio de curvatura r. Assim, por exemplo, um feixe de 
raios solares se comporta como um feixe de luz paralela, associado a uma porcao de onda 
plana, uma vez que a escala do laboratorio e muito menor que a distancia Terra-Sol. 




Figura 6.17 — Porcao de onda esferica 



Ondas bidimensionais 

Ondas sobre a superficie da agua podem ser tratadas como essencialmente bidimensionais. 
E facil produzi-las e fazer experiencias com elas usando um tanque de ondas, que nao passa 
de um tanque raso com agua; iluminando-se convenientemente, as sombras das ondas na 
superficie podem ser projetadas sobre uma tela. 

0 analogo da onda plana e uma "onda linear", dada ainda pela (6.5.3), mas com k = k x i 
+ k y j (tomando a superficie da agua como piano xy). Pode ser produzida por uma lamina 
retilinea longa vibrando na superficie da agua. As frentes de onda sao retas paralelas. 

0 analogo da onda esferica, produzido por uma fonte puntiforme (objeto de dimens5es 
muito menores que o comprimento de onda) e uma onda circular . As frentes de onda sao 
circulos concentricos. A amplitude cai com 1/Vp, onde p = VTTy 2 " e a distancia a fonte (por 
que?), de modo que a funcao de onda e da forma 



ip(r, f ) = —j= cos(kp - a)f + S) 
VP 



(6.5.11) 



Em tres dimensoes, a (6.5.11) representa uma onda cilmdrica, cujas frentes de onda sao 
cilindros concentricos p = constante, e que seria emitida por uma fonte linear, situada ao 
longo de todo o eixo dos z. 



6,6 — O Prinripio de Huygens 

Em 1678, Huygens formulou um principio de grande importancia no estudo da propagacao 
de ondas. Huygens tinha em vista a teoria ondulatoria da luz, que expos em seu "Tratado 
sobre a Luz", publicado em 1690, mas o principio se aplica de forma geral a propagacao de 
ondas sonoras, por exemplo. No principio do seculo XIX, o principio foi reformulado de 
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forma mais precisa e completa por Fresnel, levando ao printipio de Huygens-Fresnel, que 
permite tratar quaniitativamente a propagacao de ondas, inclusive os efeitos de difracao. 

E um fenomeno familiar para ondas na superficie 
da agua que um trem de ondas qualquer, atingindo 
uma barreira com uma peguena abertura (de dimen- 
soes muito menores que o comprimento de onda A), 
gera, do outro lado da barreira (Fig. 6.18), ondas 
circulares com centra na abertura. Logo, a porcao da 
frente de onda incidente nao obstruida pela abertura 
se comporta como uma fonte puntiforme: em tres 
dimensoes, as ondas geradas sao esfericas. Figure 6.18 — Fonte puntiforme 

Esta experiencia sugere a ideia basica do prind- 
pio de Huygens, a saber: cada ponto de uma frente de onda comporta-se como fonte puntiforme 
de novas ondas, chamadas de ondas secundarias. A outra parte do principio diz como construir 
uma frente de onda ulterior a partir das ondas secundarias. A prescricao de Huygens consiste 
no seguinte: dada uma frente de onda inicial, consideram-se todas as ondas secundarias 
emanadas dos diferentes pontos dessa frente, propagando-se no meio considerado. A frente 
de onda num instante posterior e a envoltoria das frentes das ondas secundarias dela emanadas. 
A envoltoria de uma famflia de superficies e uma superficie que fangencia todas elas, ou seja, 
todas as superficies da famflia sao tangentes a envoltoria. 

A Fig. 6.19 exemplifica a envoltoria de uma 
famflia de superficies. A ideia de Huygens era que cada 
onda secundaria isoladamente e muito fraca, mas seus 
efeitos se reforcam ao longo da envoltoria. 

A formulacao dada por Huygens no "Tratado 
sobre a Luz" e a seguinte: fi ff" ra S.lS-ftiroitaa 

"Deve considerar-se ainda na emanacao destas ondas que cada particula do meio em 
que a onda se propaga deve comunicar seu movfmento nao so a particula que se encontra na 
linha reta de acao do ponto luminoso, mas tambem, necessariamente, a todas as parti'culas 
contiguas que se opoem a seu movimento. E necessario portanto que se forme em torno de 
cada particula uma onda com centra nela propria. 

Assim, se DCF (Fig. 6.20) e uma onda emanada 
do ponto luminoso A, que e seu centra; a particula B, 
que e uma das compreendidas dentro da esfera DCF, 
tera formado sua onda particular KCL, que tocara a 
onda DCF em C, no mesmo instante em que a onda 
principal emanada do ponto A tenha chegado a DCF, 
e e claro que so existira o ponto C da onda KCL que 
tocara a onda DCF, ou seja aquele que se encontra 
sobre a reta tracada por AB. Da mesma forma, as 
demais parficulas compreendidas dentro da esfera 
DCF, tais como bb, dd, etc., terao formado cada uma 
a sua onda. Mas cada uma destas ondas e infini- Figura 6.20 — Principio de Huygens 
tamente fraca em confronto com a onda DCF, para 

cuja formacao contribuem todas as outras, pela parte da sua superficie que esta mais afastada 
do centra A." 

Huygens mostrou assim que, a partir de uma frente de onda esferica inicial BG, a envoltoria 
das ondas esfericas secundarias emanadas dos diferentes pontos de BG produz, num instante 
posterior, a frente de onda DCF. 






1 42 Capirulo 6 - SOM 



A seguir, Huygens justifica, a partir de seu prindpio, a propagacao retilinea da luz, nos 
seguintes termos (Fig. 6.20): 

"Para chegar as propriedades da luz, notemos primeiro gue cada parte da onda deve 
propagar-se de tal forma que seus extremos permanecam sempre compreendidos entre as 
mesmas retas tracadas a partir do ponto luminoso. Assim a parte da onda BG, que tem como 
centra o ponto luminoso A, propaga-se no arco CE limitado pelas retas ABC e AGE, pois, 
mesmo que as ondas secundarias produzidas pelas particulas que compreendem a regiao 
CAE se expandam fora dela, elas nao concorrem no mesmo instante para compor a onda que 
termina o movimento, que tem precisamente na circunferencia CE sua tangente comum. 

Dai se compreende a razao pela qual a luz, salvo quando seus raios sao refletidos ou 
refratados, so se propaga em linha reta, de modo que nao ilumina nenlium objeto a nao ser 
quando o caminho da fonte objeto esta compreendido entre tais linhas. Pois se, por exemplo, 
tivermos uma abertura BG limitada por corpos opacos BH, GI, a onda de luz que sai do ponto 
A estara sempre limitada pelas retas AC, AE, como acaba de ser demonstrado, pois as partes 
das ondas secundarias que se estendem para fora do espaco ACE sao fracas demais para 
produzir luz". 

0 argumento de Huygens, aplicado a uma onda 
plana que incide perpendicularmente sobre um ante- 
paro piano opaco com uma abertura AB (Fig. 6.21), 
diz que as frentes de onda transmitidas atraves de 
abertura serao A'B', A" B", limitadas por raios AA" e 
BB" paralelos a diregao da onda incidente (propa- 
gacao retilinea), porque a envoltoria das frentes de 
ondas esfericas secundarias tera essa limitagao. Acima 
de A', na regiao C, e abaixo de B', na regiao D, teria- 
mos sombra completa, porque as ondas secundarias 
que atingem essas regioes nao tem o reforco da 
Figura 6.23 — Propagacao retilinea envoltoria e nao produziriam intensidade observavel. 

Entretanto, este resultado nao pode ser sempre 
verdadeiro, porque, para uma abertura de diametro d « X, onde A e o comprimento de onda, 
a abertura se comporta como fonte puntiforme (Fig. 6.18), e as ondas transmitidas se difundem 
em todas as direcoes, sem formagao de sombra alguma. Esta penetracao na regiao que estaria 
na sombra, se valesse a propagacao retilinea, constitui o fenomeno da difragao. 

0 resultado discutido acima (propagacao retilinea) vale no outro extremo, ou seja, para 
d » A; e neste caso que os efeitos de difracao se tomam despreziveis. De modo geral, os 
efeitos de difracao sao tanto maiores quanta maior for lid, onde d e o menor diametro da 
abertura. 

Os comprimentos de onda da luz visivel sao < lum = 1(T 3 mm , de modo que a difragao da 
luz e usualmente um efeito extremamente pequeno, que requer montagens especiais num 
laboratorio para ser observado. Ja para o som, como vimos na Segao 6.3, tem-se 1,7 cm < X< 
17 nv de modo que objetos na escala macroscopica produzem fortes efeitos de difragao: em 
lugar de propagar-se em linha reta, o som contorna os obstaculos, sem produzir sombras 
apreciaveis. Uma conversa num quarto cuja porta esta entreaberta, mesmo que seja uma 
pequena fresta, pode ser ouvida numa pega vizinha, embora nao seja possivel ver as pessoas. 

0 principio de Huygens e incompleto em diversos aspectos. Dada uma frente de onda, as 
ondas esfericas secundarias dela emanadas tem duas envoltorias: uma adiante da frente, no 
sentido da propagagao, e outra para tras. Pode-se explicar a ausencia de uma onda em sentido 
inverso introduzindo um "fator de inclinagao" na amplitude das ondas esfericas secundarias: 




- onda 
transmitida 
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em lugar de ser a mesma em todas as direcoes, ela seria maxima no sentido da propagacao e 
nula em sentido oposto. 

0 calculo quantitativo dos efeitos de difracao tornou-se possivel quando Fresnel refor- 
mulou o principio de Huygens, combinando-o com o "principio das interferencias", introduzido 
por Young no imcio do seculo XIX. No principio de Huygens-Fresnel, comparece urn fator de 
inclinacao. A formulacao deste principio e o tratamento quantitativo dos efeitos de difracao 
serao discutidos mais tarde, no curso de otica ondulatoria (Vol. 4). 

Na propagacao de ondas ultra-sonoras, cujo comprimento de onda tipico e muito menor 
que as dimensdes macroscopicas, os efeitos de difracao sao pequenos. Feixes de ultra-som 
comportam-se portanto de forma analoga a feixes de luz visivel, no que diz respeito a 
propriedades direcionais e propagacao retilinea. 



6.7 — Reflexao e refracao 

Ja vimos que, quando uma onda unidimensional encontra uma superficie de descontinuidadc, 
separando dois meios diferentes, ela e parcialmente refletida e parcialmente transmitida. O 
mesmo acontece com ondas em duas ou tres dimen- 
soes. Neste caso. as direcoes de propagacao das ondas 
refletida e transmitida (= refratada) dependent da 
direcao da onda incidente. 0 angulo de incidencia 0- 
(Fig. 6.22) e o angulo entre a direcao de propagacao 
da onda incidente e a direcao da normal ft a superficie 
de separacao dos dois meios. As leis da reflexao e da 
refracao, que relacionam as direcoes das ondas re- 



onda 
incidente 

V, 

Meio 1 V" 


n 


;;;///////> 

Meio 2 





- Interface entre dois meios 



Figura 6.22 

fletida e refratada com a da onda incidente, podem ser obtidas com o auxi'lio do principio de 
Huygens. 

A direcao de propagacao de uma onda plana harmonica, como a (6.5.3), e a direcao do 
vetor de onda k, ou seja, e normal as frentes de onda (pianos de fase constante). Se chamarmos 
de k-i, k| e k 2 , os vetores de onda das ondas incidente, refletida e refratada, respectivamente, 
a 1" lei da reflexao e da refracao diz que as direcoes de k\ e k 2 estao no piano de incidencia, 
definido pelas direcoes de k], e ft. 

A Fig. 6.23 mostra o angulo de incidencia 9] = 
Z(k p ft), o angulo de reflexao 8\ = Z (k;, ft) e o angulo 
de refracao B, = Z (k 2 , ft). Note que 8, e tambem o 
angulo entre a superficie de separagao e uma frente 
de onda incidente II', e B\ e 0 2 os angnlos entre a 
superficie de separacao e frentes de onda refletida RR' 
e refratada RR", respectivamente. 



A lei da reflexao diz que 



e a Jei da refracao [lei de Snell) diz que 



sen 8 l 
sen 9 Z 



(6.7.1) 



(6.7.2) 
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Figura 6.23 — Angulos de incidencia, 
reflexao e refracao 



onde n 12 e o mdice de refracao relativo do meio 2 em relacao ao meio 1. 
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A Fig. 6.24 ilustra a deducao da lei da reflexao a 
partir do Principio de Huygens. Seja II' uma frente de 
onda incidente. Apos um tempo f = d/v v onde d = I'R 
e a distancia de II' a superficie de separacao, a frente 
de onda esferica secundaria emanada de I' atinge a 
superficie de separacao (v, e a velocidade de fase da 
onda no meio 1). Devido a descontinuidade, sao 
geradas na superficie de separacao ondas secunda- 

Figura 6 24 — Lei da reflexao rias - ^ voltam a0 meio !■ A P° S 0 tempo t, a onda 

secundaria emanada do ponto I e uma esfera de raio 
d = v,t e a frente de onda refletida (envoltoria) RR' e tangente a esfera em R'. A Fig. 6.24 
mostra outra onda secundaria gerada no ponto 0, correspondente ao percurso AOB, que 
tangencia a envoltoria em B. 

Os triangulos retangulos ITR e RR'I tern a hipo- 
tenusa IR comum e os catetos I'R = IR' = d iguais, de 
modo que sao iguais, o que da Si = 6\, como queriamos 
demonstrar. 

A explicacao da lei da refracao atraves do 
Principio de Huygens esta ilustrada na Fig. 6.25, a 
partir de uma frente de onda inicial II'. Novamente, 
I'R = d = vif e a distancia de H' a superficie de sepa- 
racao. No meio 2, a velocidade de fase da onda e v 2 , 
de forma que, quando a frente de onda secundaria 
Figura 6 25 — Lei da refracao emanada de I' atinge R, a frente de onda esferica 

secundaria emanada de I tera um raio d' = v 2 t. A frente 
de onda refratada RR" e tangente a essa esfera em R". A Fig. mostra outra onda secundaria 
gerada em 0, correspondente ao percurso AOB. 
Os triangulos retangulos II'R e RR"I dao: 

d = v,t = IRsen 8 t ; d' = v,t = IR sen fl 2 

o que da, dividindo membro a membro, 



sen fl 2 v, 
que e a lei da refracao (6.7.2), com 

I n \'i = v i I Vz] (6.7.4) 

0 indice de refracao e portanto igual a razao das velocidades de fase nos dois meios. Se 
v 2 < Vy o raio refratado se aproxima da normal (8, < 8J . 

Aplicacao as ondas sonoras: Pars, que se observe reflexao ou refracao regular, e preciso 
que a frente de onda sonora considerada possa ser assimilada a uma porcao de onda plana, o 
que requer dimensoes » X. Por isso, esses efeitos so podem ser observados usualmente numa 
escala de grandes proporcoes. 

A reflexao do som da origem aos ecos e pode ter efeitos desejaveis ou nao, como na 
reverberacao do som numa sala da concertos. 

Como vimos na (6.2.33), a velocidade do som num gas decresce quando a temperatura 
decresce. Num dia claro, a temperatura na atmosfera tende a decrescer quando a altitude 
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cresce. Pela (6.7.4), a refracao do som assim produzida tende a desvia-lo para cima quando se 
propaga num lugar descampado, diminuindo a audibilidade para grandes distancias. Ao por- 
do-sol, o ar perto da superfine esfria mais rapidamente do que as camadas superiores, 
produzindo o efeito inverso: o som e refratado para baixo, tornando os sons distantes mais 
audiveis do que em condicoes usuais. 



6.8 — Interferencia em mais dimensdes 

Na Secao 5.5, discutimos a interferencia de ondas em uma dimensao. Em duas ou tres dimen 
soes, fendmenos de interferencia dao origem a novos efeitos. 

Consideremos, por exemplo, a ex- 
periencia ilustrada na Fig. 6.26, que, 
com relacao a luz, foi primeiro realizada 
por Thomas Young, em 1802. Um ante- 
paro opaco tern doispequenos orificios 
0] e Oj (de diametro « X) separados 
por uma distancia d. Uma fonte de 
ondas puntiformes F e colocada sobre 
o eixo, a grande distancia do anteparo, 
de modo que, ao chegar a ele, os dois 
orificios sao atingidos pela mesma fren- 
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Figura 6.26 — Experimento de Young 



te de onda, aproximadamente plana. Isto implica que as porcoes da onda incidentes sobre 0, 
e 0, tem nao so a mesma amplitude, mas tambem a mesma fase, ou seja, sao coerentes. 

Pelo Principio de Huygens (Secao 6.6), 0, e 0 2 comportam-se como fonles puntiformes 
das quais emanam ondas esfericas, que irao se superpornum ponto de observafao P a direita 
do anteparo. Pela (6.5.10), a funcao de onda resultante em P sera 



(f[F) = £>, IP) + f, (P) = — cos(ir, - cot) + — cos(te, - cot) 
A h 



(6.8.1) 



onde r ( e r 2 sao as distancias de Oi e 0 2 a P. 

Para R = OP » d, a Fig. 6.27 mostra que 

OP = OA + O^P e O^P = OP + a 

o que equivale a 



r, ~R-- sen I 

n d 
r z «i?+- sen i 
2 



(6.8.2) 



ou seja, 



R = -lr^ + r,)>»d sen 0 = r z -r, (6.8.3) 
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Figura 6.27 — Diferenga de caminho 



Podemos estao aproximar r, - r 2 > R nos denominadores da (6.8.1), e usar 
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r,=R--(r,-i\)\ 
1 

bem como a identidade cos (a-b)-r cos (a + i>) = 2 cos a^cos b, obtendo 



<?>(P) = 2acos 




cos(kP - at) 


R 



(6.8.4) 



(6.8.5) 



Note que podemos aproximar r, = r, = P, nas ampiirudes na (6.8.1), desprezando as 
correcoes ±|(r, - r,) na (6.8.4), mas nao nas fases das duas ondas, porque a drferenps de 
caminho r 2 - r, aparece multiplicada por k = na diferenca de fase 



5 = k(r,-r 1 ) = 2it 



te-q) 



: jrj - r 2 | pode ser » A. 
Se chamarmos de 



I 0 (P)«=a 2 /Pr 



(6.8.6) 



(6.8.7) 



a intensidade em P devida a urn so dos dois orificios (com o outro tampado), a (6.8.5) da 

J(P)// 0 (P) = 4 cos 2 1 (6.8.8) 



0 2° membro exprime o resultado da interferencia entre as ondas de mesma amplitude 
emanadas dos dois orificios. De fato, o resultado coincide com a (5.5.5), na quail] = 7 2 = J 0 e 5) 2 
= 5(verifique!). 



Temos interferencia construtiva, com I = 4J 0 , para 



\S = 2nn \r 2 -r i = nl (n = 0,± 1,+ 2, ..J] 



(6.8.9) 



o que vale, em particular, ao longo do eixo. Temos interferencia destrunVa, com I = 0 (intensidade 
resultante nula), para 



5 = (2n + l)it (r 2 -r,= 



1 

n+— 
2 



A (n = 0,± 1,+ 2, ...) 



(6.8.10) 



ou seja, a interferencia e construtiva ou destrutiva conforme a diferenca de caminho seja de urn 
numero inteiro ou semi-inteiro de comprimentos de onda. 

No piano perpendicular ao anteparo que passa pelos orificios, as (6.8.9) e (6.8.10) definem 
uma serie de hiperboles com focos nas posicoes dos orificios Oi e 0 2 (Fig. 6.28); a hiperbole e 
o lugar geometrico dos pontos cuja diferenca das distancias a dois pontes fixos (O t e 0 2 ) e 
constante. As hiperboles (6.8.10) sao linhas nodais N (em linha interrompida na figura), 
interseccoes de cristas (linha fina na figura) e vales (linha interrompida fina na figura) de 
ondas esfericas emanadas de 0] e 0 2 . 
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As hiperboies (6.8.9) sao linhas antinodais A (em 
linha cheia na Fig. 6.28), interseccoes de cristas com 
cristas ou vales com vales. 

Os mesmos resultados se aplicam a ondas 
bidimensionais na superficie da agua, por exemplo, 
onde a figura de inLerferencia resultante pode ser 
visualizada com o auxi'lio de um tanque de ondas. 
Basta substituir as ondas esfericas na (6.8.1) por ondas 
circulares do tipo (6.5.11); os demais resultados se 
estendem imediatamente. 

Em tres dimensoes, os resultados bidimensionais 
descrevem os efeitos de interferencia produzidos por 
um par de fendas estreitas sobre as quais incide uma 
onda plana; no caso da luz, este foi o arranjo experi- 
mental usado por Young (Fig. 6.29). No anteparo de 
observacao, aparece uma serie de franjas de 
interferencia, correspondentes a distribuicao de 
intensidade I representada na Fig. 6.28. 

Levando em conta a (6.8.3), tambem podemos 
escrever as condicoes (6.8.9) e (6.8.10) de interferencia 
construtiva e destrutiva como 



nk (construtiva) 



d sen 8 - < 



•1} 



(destruLiva) 



(n = 0,+ 1,...) 



(6.8.11) 




Figura 6.28 — Linhas nodaise antinodais 




Franjas de 
/ • • J interferencia 
onda ' y* 



Figura 6.29 — Franjas de interferencia 



que define um conjunto de diregdes B n associadas aos 
maximos e mmimos de interferencia de ordem n. 

Com ondas sonoras, os efeitos de interferencia mais comumente observados sao os 
batimentos e a formacao de ondas estacionarias, mas efeitos tridimensionais analogos aos 
que acabamos de discutir ocorrem, por exemplo, em salas de concerto, criando zonas de 
silencio ou de reforco indesejaveis. 



6,9 — Efeito Doppler, Cone de Mach 
(a) Efeito Doppler 

A sereia de uma ambulancia ou o apito de um trem soam mais agudos quando estao se 
aproximando de nos, mais graves quando estao se afastando. Trata-se de manifestac5es do 
efeito Doppler. 

Como o som se propaga com velocidade v em relacao a um referencial bem defmido, que 
e o referencial de repouso da atmosfera, e preciso distinguir o caso em que o observador esta 
em movimento e a fonte parada (nesse referencial) do caso em que a fonte esta em movimento. 
Consideraremos inicialmente apenas velocidades subsdnicas, ou seja, inferiores a velocidade 
vdo som. 
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Fonte em repouso 

Vamos chamar de u a magnitude da velocidade do observador. de modo que u > 0. A fonte 
sonora sera tratada como puntiforme e supomos primeiro que esta em repouso na atmosfera, 
emitindo som de freqiiencia v 0 = 1/T 0 = v/x\, onde T 0 e o pen'odo e/^o comprimento de onda 
correspondente. A frequencia v 0 emifida e o numero de cristas de onda emitidas por unidade 
de tempo. A frequencia v ohservada (ouvida pclo observador) e o numero de cristas de onda 
que passam pelo observador por unidade de tempo. 

0 espacamento entre as cristas de onda esfericas 
emitidas e Xq, Se o observador P se move em direcao 
a fonte F com velocidade u, ele percorre uma distancia 
u por unidade de tempo e encontra (Fig. 6.30) u/Xq 
cristas de onda adicionais, alem das v/Xq que teriam 
passado por ele se ele estivesse em repouso. Logo, a 
frequencia V observada e 




Figura 6.30 — Fonte em repouso 



V u ■ . u 

: rrH 1+ v 



(6.9.1) 



que e mais aguda do que v 0 . Se o observador se afasta da onda com velocidade u, ele deixa de 
ser atingido por u/Xq cristas por unidade de tempo, e a frequencia observada e mais grave: 



(6.9.2) 



Logo, o efeito Doppler neste caso e dado por 



f FONTE "I 
PARADA 



+ para aproximacao 
- para afastamento 



(6.9.3) 



Fonte em movimento 

Suponhamos agora que o observador esta em repouso na atmosfera, mas a fonte sonora se 
aproxima ou se afasta dele com velocidade de magnitude V. 

Consideremos uma serie 0, 1, 2, 3, . . . de cristas de onda consecutivas emitidas pela fonte 
ao passar respectivamente pelas posicoes F 0 , Fj, F 2 , 
F3, . . . (Fig. 6.31), a intervalos de tempo de urn periodo 
T 0 entre cada duas cristas consecutivas. Durante esse 
intervalo, a fonte se deslocou de VT 0 , de modo que, 
para um observador P do qual a fonte se aproxima 
(Fig.), o intervalo X entre as cristas (comprimento de 
onda) e 

A=v7B,-VT 0 =A 0 ^-ij (6.9.4) 

ou seja, e menor que Xq. Para um observador P' do 
Figura 6.31 — Fonte em movimento qual a fonte se afasta (Fig.), 0 comprimento de onda 

X'e 
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A' = vT 0 + \/T 0 =A 0 |l + ^j (6.9.5) 

Como as cristas contirmam se propagando com velocidade v, o numero delas que atinge 
o observador P (PQ por unidade de tempo e v/X (v/AI. Como v//^ = v 0 , a freqiiencia v observada 
e entao, pelas (G.9.4). (6.9.5) 



I OBSERVADORl 
{ PABADO I 



v _ v o I - para aproximacao , g „ „ 

V | + para afastamento 



1 + - 



que e a formula do efeito Doppler para uma fonfe mdvei e um observador em repouso. Como 
no caso da (6.9.31, o som ouvido e mais agudo para aproximacao, mais gravepara afastamento. 

Se a fonte se move com velocidade muito menor que a velocidade do som, ou seja, se 
e = V'/v « 1, podemos usar a formula 

1 a 2 

- — = !+£+- — »1+K, e«l (6.9.7) 
desprezando correcoes da ordem de r (« e), e a (6.9.6) fica 

v = v 0 |l±yl (V«v) (6.9.8) 

que poderiamos identificar com a (6.9.3), em termos de velocidade relativa de aproximacao 
(ou de afastamento) entre fonte e observador, que e u num caso e V no outro. F.ntretanto, a 
diferenca entre as (6.9.3) e (6.9.6) no caso geral mostra que o efeito Doppler para ondas sonoras 
nao depende so da velocidade relativa. 

Isto se prende ao fato de que a atmosfera define um referencial privilegiado para a 
propagacao de ondas sonoras, conforme ja foi observado. 



Fonte e observador em movimento 

Neste caso, superpoem-se os dois efeitos discutidos acima. 0 movimento da fonte altera o 
comprimento de onda para ^ (1 ± VI v), e o movimento do observador multiplica por um fator 
(1 ± u/v) o numero de cristas de onda por ele encontradas, de modo que o efeito Doppler 
combinado e dado por 



FONTE 
E OBSERVADOR 
MOVEIS 



1+ 


u 




V 


1+ 


V 









Sinais superiores (inferiores) 
para aproximacao (afastamento) 



(6.9.9) 



Movimento soma direcao qualquer 

Em todos os casos tratados, foi suposto que a direcao de movimento da fonte passa pelo 
observador, ou vice-versa. Suponhamos gora que a fonte se move numa direcao que faz, num 
dado instante, um angulo 8 com a direcao que liga a fonte ao ponto de observacao P (Fig. 
6.32), e que a distancia da fonte ao ponto de observacao, r 0 = F 0 P, seja suficientemente grande 
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para que as porcdes de cristas de onda que atingem P 
possam ser identificadas com frentes de onda planas 
(pag. 140 e Fig. 6.17). Essas frentes de onda sao per- 
pendiculares a direcao F 0 P, cujo vetor unitario desig- 
naremos por r 

Podemos decompor V numa componente zaciiaJ 

V r =(V f)f = Vcos6f (6.9.10) 

e numa componente Vj, paralela as frentes de onda 
que atingem P. Como um deslocamento dafonte pa- 
ralelamente a essas frentes nao afeta em nada o seu 
Figure 6.32 — Direcao guaiguer de espacamento, a componente Vj nao contribui para 0 

movimento efeito Doppler. Por outro lado, V r aponta na direcao 

do observador, de modo que podemos aplicar a (6.9.6) para aproximacao, substituindo Vpor 

v r = vcos e. 



v = y° (6.9.11) 

, V cos 8 

1 

v 

que e a expressao gerai do efeito Doppler para uma fonte em movimento numa direcao 
qualquer. Para 6 = 0, obtemos como caso particular a (6.9.6) para aproximacao; tomando 
8= k obtemos o caso do afastamento. 

Um tratamento analogo se aplica ao movimento do observador numa direcao qualquer. 




(b) Cone de Mach 







— ~F A — x ' * — W — » ' 




V "\ ( 11) 









Suponhamos agora que a fonte se mova com 
veiocidade supersdnica V> v (o que haviamos excluido 
antes). A Fig. 6.33 mostra o que acontece quando 
repetimos neste caso a construcao feita na Fig. 6.30. 
Em lugar de permanecer dentro das frentes de onda 
por ela geradas, como naquele caso, a fonte vai pas- 
sando a frente delas. 

Apds um tempo t, a fre nte de onda esferica ge- 
rada em F 0 tern um raio F 0 P = vt, enquanto a fonte ja 
se deslocou ate F, com F 0 F = Vt (Fig. 6.32). Todas as 



Figure 6.33 — Cone de Mach ondas geradas pela fonte entre F 0 e F fleam contidas 

dentro de um cone com vertice em F e eixo F 0 F, cujas 
geratrizes sao as envoltorias das frentes de onda e cujo angulo de abertura ae dado por (Fig.6.33) 



sena = ^ (6.9.12) 

Este cone chama-se o cone de Mach; ae o angulo de Mach, e a condicao para deslocamento 
supersonico e que o numero de Mach V/v seja > 1. 

Consideremos as frentes de onda emitidas num pequeno entorno da posicao F 0 , detectadas 
no ponto de observacao P (Fig. 6.32). Se subdividirmos esse entorno F 0 F n em n intervalos 
iguais, correspondentes a intervalos de tempo iguais At, a frente emitida de F 0 em t = 0 chega 
a P no instante t 0 = r 0 /v, ao passo que a frente emitida de F n em t = nAt chega a P no instante 
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t. = nAt+- 



(6.9.13) 



onde, pela Fig. 6.33, 



de modo que, na (6.9.13), 



r n = r o - F o A = r o - W, c os 6 



f. =nAt + -S--nAt— cos9 



ou seja 



t„-t,=nAf 



V 

1 — cosfl 



(6.9.14) 



No caso subsonico V < v, a (6.9.14) mostra que as frentes de onda chegam ao ponto de 
observacao P na mesma ordem temporal de sucessao em que sao emitidas, mas isto nao e 
necessariamente valido para V > v. Em particular, neste caso supersonico, existe um angulo 
0 O para o qual todas as frentes de onda chegam a? no mesmo instante t 0 : pela (6.9.14), 6 0 e 
dado por 



v 




cos0 o = — = sen a 





(6.9.15) 



onde usamos a (6.9.12). 

Nesta direcao, perpendicular a superficie do cone de Mach, a acumulacao das frentes de 
onda que chegam simultaneamente a P produz uma onda de choque. Este e um efeito bem 
conhecido no caso de um aviao que atinge velocidade supersonica; na Fig. 6.33, F 0 F 
representaria a trajetoria do aviao e F 0 P o percurso da onda de choque que atinge o ponto de 
observacao P. 0 analogo bidimensional do cone de Mach, nas ondas sobre a superficie da 
agua, e a esteira deixada por um barco de velocidade major que a das ondas. 



PROBLEMAS DO CAPITULO 6 

1. Uma experiencia de demonstracao divertida consiste em mudar a tonalidade da voz 
enchendo a boca de gas helio: uma voz grave transforma-se em aguda (cuidado: nao 
procure fazer isso por sua conta! — inalar helio e perigoso, podendo levar a sufocapao). 
Para explicar o efeito, admita que os comprimentos de onda associados a voz sao 
determinados pelas dimensoes das cordas vocais, laringe e boca, estas funcionando como 
cavidades ressonantes, de modo que a variacao de tonalidade seria devida unicamente a 
variacao da velocidade do som (embora isto nao seja bem correto). (a) Calcule a velocidade 
do som no helio a 20°C. E um gas monoatomico, de massa atomica •-• 4 g/mol, com 
7 » 1,66. A constante universal dos gases R vale 8,314 J/mol K. (b) Explique o efeito, 
calculando a razao entre as freqiiencias do som no helio e no ar para o mesmo com- 
primento de onda. 

2. Um alto-falante de um aparelho de som emite 1 W de potencia sonora na frequencia 
v = 100 Hz. Admitindo que o som se distribui uniformemente em todas as direcoes, deter- 
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mine, num. ponto situado a 2 m de distancia do alto-falante: (a) o m'vel sonoro em db; (b) 
a amplitude de pressao; (c) a amplitude de deslocamento. Tome a densidade do ar como 
1,3 kg/m 3 e a velocidade do som como 340 m/s (d). A que distancia do alto-falante o m'vel 
sonoro estaria 10 db abaixo do calculado em (a)? 

3. Que comprimento deve ter am tubo de drgao aberto num extremo e fechado no outro 
para produzir, como torn fundamental, a nota do da escala media, v = 262 Hz, a 15°C, 
quando a velocidade do som no ar e de 341 m/s? Qual e a variacao de freqiiencia Av 
quando a temperatura sobe para 25=C? 

4. Na experiencia da pag. 136, o diapasao emite a nota la de 440 Hz. A medida que vai 
baixando o m'vel da agua no tubo, a 1? ressonancia aparece quando a altura da coluna de 
ar e de 17,5 cm e a 2. 2 quando e de 55,5 cm. (a) Qual e o comprimento de onda? (b) Qual e 
o valor da correcao terminal (pag. 135)? (c) Estime o diametro do tubo. (d) Qual e a 
velocidade do som no tubo? 

5. 0 tubo de Kundt, que costumava ser empregado 
para medir a velocidade do som em gases, e um 
tubo de vidro que contem o gas, fechado numa 
extremidade por uma tampa M que se faz vibrar 
com uma freqiiencia v conhecida (por exemplo, pigura PA 
acoplando-a a um alto-falante) e na outra por um 

pistao P que se faz deslizar, variando o comprimento do tubo. 0 tubo contem um po fino 
(serragem, por exemplo). Ajusta-se o comprimento do tubo com o auxilio do pistao ate 
que ele entre em ressonancia com a freqiiencia v, o que se nota pelo reforco da intensidade 
sonora emitida. 

Observa-se entao que o po fica acumulado em monticulos igualmente espacados, de 
espacamento Al (Fig. P.l), que se pode medir. (a) A que correspondem as posicoes dos 
topos dos monticulos? (b) Qual e a relacao entre Al, v e a velocidade do som no gas? (c) 
Com o tubo cheio de C0 2 a 20°C e v = 880 Hz , o espacamento medio medido e de 15,2 
cm. Qual e a velocidade do som no C0 2 a 20°C? 

6. (a) Mostre que, para uma onda sonora harmonica de freqiiencia angular a>, em tres dimen- 
soes, num fluido cuja densidade de equilibrio e p 0 , o deslocamento u (que neste caso e 
um vetor!) esta relacionado com a pressao p por: grad p = p 0 of u. (b) Considere uma 
onda sonora harmonica que se propaga no semi-espaco x > 0, com p = p (x, y, z, t), e 
suponha que o piano x = 0 e uma parede fixa, rigida. Mostre, utilizando o resultado da 
parte (a), que p tern de satisfazer a condicao de contorno dp/dx = 0 para x = 0, qualquer 
que seja t. Em particular, isto vale na extremidade fechada de um tubo de orgao (pg. 137). 

7. Uma onda sonora plana monocromatica de pres- 
sao dada por [cf. (6.5.7)] 

p. = pcos(-k x x + k y y - tut) 

onde k 2 = k^ + kf = erl\^ (v = velocidade do som), 
incide com angulo de incidencia By sobre o piano 
x = 0, ocupado por uma parede rigida (Fig. P.2), 
dando origem a onda refletida, de pressao dada 
por 

p r =p'cos{k x x + k y y-mt) 

associada ao angulo de reflexao 6{ (Fig.), (a) Verifique que k x = k cos flj, k y = k sen 9 t . (b) 
Aplique a condicao de contorno do problema 6 a onda total p =p t + p„ e determine p'em 
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funcao de p, usando (b), e interprete o resultado. Mostre que, no caso particular em que 
k v = 0 , ele se reduz ao que foi encontrado na pag. 135 para a refiexao na extremidade 
fechada de um tubo de orgao. 
8. Uma lente esferica plano-convexa delgada e 
formada por um meio onde o som se propaga 
com velocidade v 2 , limitado por uma face plana 
eoutra esferica de raio de curvatura R; o raio h = 
I'A da face plana (Fig. P.3) e suposto « ff. No 
meio externo a lente, o som se propaga com 
velocidade v-, com v 2 = v^ln, onde n e o indice de 
refracao relativo. Supomos n > 1. Nestas con- 
dicoes, uma onda plana incidente perpendi- 
cularmente sobre a face plana e focalizada pela 
lente em seu foco F. A distancia f = OF do foco a 
face curva chama-se distancia focal (Fig.), e Figure P.3 
AO = c c a cspcssura da lcntc. (a) Mostre que, 

para h « fi, tem-se e * trl{ZK). Para i'sso, voce podera utilizar a aproximacao: 
4i+i ~\±\e, valida para \z\ « 1. (b) Com o auxilio do Principio de Huygens, mostre 
que f- Rl{n - 1). Sugestao: Partindo da frente de onda plana incidente II' (Fig.), iguale o 
tempo que as frentes de onda^ecundarias levam para convergir no foco passando pela 
periferia da lente (caminhos I'F, IF) e pelo centro (caminho AO + OF) e use o resultado 
da parte (a). 

Duas fontes sonoras A e B oscilam em fase com 
a frequencia de 20 kHz, no ar, emitindo ondas 
esfericas; a distancia AB = 3d e_de 10,2 m. 
Considere o piano perpendicular a AB que passa 

pelo terco 0 do segmento AB : AO = d = | OB 
(Fig. P. 4). Ache as distanciasx do ponto 0 associa- 
das aos dois primeiros mmimos e aos dois 
primeiros maximos de interferencia sobre esse 
piano. 




Figura P.4 



([ £ |« 1); a velocidade do som no 



Voce podera utilizar a aproximacao: VI + £ 

ar e de 340m/s. Se as ondas emitidas por A e B tern a mesma amplitude, qual e a razao da 
intensidade dos maximos a dos minimos? 
10. Uma onda sonora plana harmonica de compri- 
mento de onda X incide perpendicularmente 
sobre um anteparo opaco com tres fendas igual- 
mente espacadas, de espacamento d » X. Para 
pontos de observacao P situados a distancias R 
» d, determine as direcoes de observacao 9 (Fig. 
P.o) em que aparecem minimos de interferencia, 
generalizando a (6.8.11) de duas para tres fendas. 
Qual e a intensidade nos minimos? Sugestao: 
Voce tera de calcular a resultante de tres oscila- 

coes com defasagens consecutivas S iguais. Use a notacao complexa e a formula (de- 
monstre-a!) 




Figura P.5 



0 mesmo metodo se aplica a um numero qualquer de fendas igualmente espacadas. 
11 Uma ambulancia, em velocidade constante e com sua sereia sempre ligada, passa ao 
lado de um observador parado. A tonalidade da sereia percebida pelo observador varia 
de um semitom da escala cromatica (pag. 134) entre quando ela esta se aproximando, 
vindo de longe, e quando se afasta, ja distante. A velocidade do som no ar e de 340 m/s. 
Calcule a velocidade da ambulancia (em km/h). 

12. Dois trens viajam em sentidos opostos, sobre trilhos, com velocidades de mesma magni- 
tude. Um deles vem apitando. A frequencia do apito percebida por um passageiro do 
outro trem varia entre os valores de 348 Hz, quando estao se aproximando, e 259 Hz, 
quando estao se afastando. A velocidade do som no ar e de 340 m/s. (a) Qual e a velocidade 
dos trens (em km/h)? (b) Qual e a freqiiencia do apito? 

13. Numa estrada de montanha, ao aproximar-se de um paredao vertical que a estrada ira 
contornar, um motorista vem buzinando. 0 eco vindo do paredao interfere com o som 
da buzina, produzindo 5 batimentos por segundo. Sabendo-se que a freqiiencia da buzina 
e de 200 Hz e a velocidade do som no ar e de 340 m/s, qual e a velocidade do carro (em 
km/h)? 

14. Uma fonte sonora fixa emite som de freqiiencia v 0 . O som e refletido por um objeto que 
se aproxima da fonte com velocidade u. O eco refletido volta para a fonte, onde interfere 
com as ondas que estao sendo emitidas, dando origem a batimentos, com freqiiencia Av. 
Mostre que e possivel determinar a magnitude |u| da velocidade do objeto movel em 
funcio de Av, v 0 e da velocidade do som v. 

O mesmo principio e utilizado (com ondas eletromagneticas em lugar de ondas sonoras) 
na deteccao do excesso de velocidade nas estradas, com auxilio do radar. 

15. Dois carros (1 e 2) trafegam em sentidos opostos numa estrada, com velocidades de 
magnitudes v t e v 2 . O carro 1 trafega contra o vento, que tern velocidade V. Ao avistar o 
carro 2 o motorista do carro 1 pressiona sua buzina, de freqiiencia %. A velocidade do 
som no ar parado e v. Qual e a freqiiencia v do som da buzina percebida pelo motorista 
do carro 2? Com que freqiiencia v' ela e ouvida pelo motorista de um carro 3 que trafega 
no mesmo sentido que o carro 1 e com a mesma velocidade? 



16. Complete a teoria do efeito Doppler para movi- 
mento numa direcao qualquer (pag. 150) calcu- 
lando a freqiiencia v percebida por um obser- 
vador quando a fonte, de frequencia v 0 , esta em 
repouso na atmosfera e o observador se move 
ao longo de uma direcao P 0 P com velocidade de 





. F 












P u 



magnitude u. No instante considerado, a direcao 
PF que liga o observador a fonte (Fig. P.6) faz um angulo 8 com a direcao do movimento. 
Verifique que se recai nos resultarios obtidos no texto para 0 = 0 e 6= it. 
17. Mostre que se pode obter o efeito Doppler a partir da transformacao de Galileu (1, Secao 
13.1). (a) Considere primeiro uma onda sonora harmonica em uma dimensao, para uma 
fonte sonora em repouso no meio, de frequencia v 0 . Escreva a expressao da onda num 
ponto x no instante r, no referencial S do meio. Considere agora um observador que se 
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desloca com velocidade u em relacao a 5, na direcao ft Relatione x com a coordenada x' 
do observador. no referencial S' que se desloca com ele. Substitua na expressao da onda 
e interprete o resultado. (b) Considere agora o caso em que o observador se move com 
velocidade u numa direcao qualquer. Generalize o resultado de (a), usando a transforma- 
cao de Galileu geral, e mostre que se obtem a mesma expressao para o efeito Doppler 
encontrada no Problema 16. Parta da expressao geral (6.5.3) para uma onda plana. 
18. Urn aviao a jato supersonico esta" voando a Mach 2 (o dobro da velocidade do som). (a) 
Qual e o angulo de abertura do cone de Mach? (b) 2,5 s depois de o aviao ter passado 
diretamente acima de uma casa, a onda de choque causada pela sua passagem atinge a 
casa, provocando um estrondo sonico. A velocidade do som no ar e de 340 m/s. Qual e a 
altitude do aviao em relagao a casa? 
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7.1 — Introducao 

Vamos iniciar o estudo de uma nova area da fisica, a termodinamica, que lida com fenomenos 
associados aos conceitos de temperatura e calor. A natureza da termodinamica e muito diferente 
da da mecanica, que estudamos ate aqui. 

As leis da mecanica aplicam-se, em principio, tanto a objetos macroscopicos como aos 
microscopicos, embora sofram modificacoes profundas na escala atomica e subatomica 
(mecanica quantica). Urn gas contido num recipiente de dimensoes macroscopicas e tormado 
de um numero N gigantesco (tipicamente N - 10 24 ) de particulas (moleculas ou atomos). Se 
tratarmos cada uma como um ponto material, desprezando sua estrutura interna, teremos 
um sistema mecanico de 3N graus de liberdade (1, Secao 11.1). A describe microscopic* 
deste sistema como um sistema mecanico envolveria equacoes de movimento para todos estes 
qraus de liberdade. Nao somente e inconcebivel que conseguissemos resolver todas essas 
equac5es, mas tambem nao teriamos nenhum interesse em faze-lo: se conhecessemos a 
solucko nao saberiamos o que fazer com ela, nem como interpreta-la. As particulas do gas 
movem-se de forma extremamente complicada e desordenada, colidindo constantemente umas 
com as outras e com as paredes do recipiente, variando apreciavelmente numa escala de 
distancias - 1CT 8 cm e de tempos -10" 13 s. 

A descricao macroscopica do gas como um sistema termodinamico envolve somente um 
numero muito pequeno de parametros: se se trata de uma substantia pura (hidrogemo, por 
exemplo), apenas tres variaveis macroscopicas: a pressao P, o volume V e a temperature T. 
Variaveis como a pressao e a temperatura representam vaiores medics de grandezas 
microscopicas. A pressao, por exemplo, esta relacionada com o valor medio da transferencia 
de momenta nas colisoes das particulas com as paredes, como no caso da pressao exercida 
por um jato de areia (1, Secao 9.4). A temperatura, conforme veremos adiante, esta relacionada 
com a energia cinetica media das particulas. 

A descricao termodinamica e sempre, portanto, uma descricao macroscopica, que so se 
aplica a sistemas com um numero suficientemente grande de particulas. Nao tern sentido 
perguntar qual e a temperatura de um sistema de 2 ou 3 atomos isolados! 

0 estado termodinamico de um gas, descrito por (P, V, T), so da portanto algumas 
informacoes medias sobrc scu estado dinamico, como sistema microscopico de 3N gratis de 
liberdade, e e compativel com um numero descomunal de estados dmamicos diferentes, 
atravessados pelo sistema em sua evolucao dinamica. 

Vemos assim que a descricao termodinamica e uma descricao estatfsfe, regida por leis 
de mesma natureza que aquelas empregadas por uma companhia de seguros. A validade 



7.2 - EQUlUBRIO TERMICO E A LEI ZERO DA TERMODINAMICA 



157 



destas leis resulta precisamente do fato de que se aplicam a sistemas formados por um grande 
numero de elementos. 

Historicamente, as leis da termodinamica foram obtidas como leis empiricas, de natureza 
fenomenologica. Somente mais tarde, com a formulacao da teoria cinetica dos gases, precursora 
da teoria atomica da materia, e que se procurou a explicacao microscopica das leis da 
termodinamica. 

Este processo culminou com o aparecimento da mecanica estatistica e da termodinamica 
estatistica. 

Inicialmente, vamos partir da formulacao empirica das leis, sem nos preocuparmos com 
sua explicacao microscopica. A seguir, ciiscutiremos a explicacao fornecida pela teoria cinetica 
dos gases. 

Partindo de um pequeno numero de leis basicas, a termodinamica leva a muitas 
consequencias importantes, de grande generalidade. Uma vez obtida a explicacao microscopica 
das leis basicas, nao e preciso procura-la para cada uma das consequencias. 

A 1? lei da termodinamica nao passa da extensao do principio de conservacao da energia, 
levando em conta o calor como forma de energia. Quando o movimento de um pendulo se 
amortece pela resistencia do ar, a energia mecanica dissipada por esta forca de atrito e 
transmitida ao movimento desordenado das moleculas de ar: o calor corresponde a esta forma 
desordenada de energia (1, Secao 7.6). 

Com a 2." lei da termodinamica, aparece pela primeira vez na fisica a "seta do tempo", ou 
seja, o fato de que existe uma direcao espontanea de ocorrencia dos fenomenos, que e 
geralmente irreversivel. A conexao entre a 2? a lei e a irreversibilidade e um dos problemas 
mais profundos da fisica. 

7,2 — Equilibrio termico e a lei zero da termodinamica 

Um sistema termodinamico consiste geralmente numa certa quantidade de materia contida 
dentro de um recipiente. As paredes podem ser fixas ou moveis (atraves de um pistao, por 
exemplo). 

A natureza das paredes afeta de forma fundamental a interacao entre o sistema e o meio 
extemo que o cerca. Se colocarmos agua dentro de um recipiente de paredes metalicas, como 
uma panela, e depois o levarmos ao fogo ou colocarmos numa geladeira, o estado da agua e 
alterado pela interacao com esses diversos ambientes. Se, em lugar disso, colocarmos a agua 
numa garrafa termica fechada, que 6 um recipiente de paredes duplas, entre as quais se faz o 
vacuo (para impedir a conducao de calor) e metalizadas (para evitar transferencia de calor 
por radiacao), podemo-nos aproximar da situacao limite ideal do isolamento termico perfeito, 
em que o estado do sistema contido no recipiente nao e afetado peio amhiente extemo em que 
e colocado. Uma parede ideal com essa propriedade chama-se parede adiabatica; alem da 
parede de uma garrafa termica, pode ser tambem aproximada por uma parede espessa de 
madeira ou asbesto. Uma parede nao-adiabatica chama-se diaferm/ca (o que significa 
"transparente ao calor"): um exemplo e uma parede metalica fina. 

Quando dois sistemas estao separados por uma parede diatermica, diz-se que estao em 
contato termico. Um sistema contido num recipiente de paredes adiabaticas chama-se sistema 
isolado. E um fato experimental que um sistema isoiado sempre tende a um estado em que 
nenhuma das variaveis macroscopicas que o caracterizam muda mat's com o tempo. Quando 
ele atinge esse estado, diz-se que esta em equilibrio termico. 

0 tempo necessario para que um sistema atinja o equilibrio termico pode ser extrema- 
mente grande. 0 fato de que variaveis macroscopicas caracteristicas do sistema permanecam 
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constantes no equilibrio nao significa que as condicoes sejam estaticas do ponto de vista 
microscopico. Assim, num gas em equilibrio termico, as moleculas encontram-se constan- 
temente em movimento desordenado (agitacao termica): a medida que nos aproximamos da 
escala microscopica, encontramos flufuafdes das grandezas macroscopicas em torno de seus 
valores medios. A termodinamica classica trata de sistemas em equilibrio termico. 
DesenvoMmentos recentes da termodinamica estao relacionados com sua extensao a sistemas 
fora do equilibrio. 

0 conceito de temperarura esta associado a uma propriedade comum de sistemas em 
equilibrio termico. A sensacao subjetiva de temperatura nao fornece urn metodo confiavel de 
afericao. Assim, num dia frio, ao tocarmos num objeto metalico, temos a sensacao de que 
esta a temperatura mais baixa do que ran objeto de madeira, embora ambos se encontrem a 
mesma temperatura: a razao e que, por conducao, o objeto metalico remove mais rapidamente 
calor da ponta de nossos dedos. Para definir de forma objetiva o conceito de temperatura, 
temos de examinar com mais detalhes as propriedades do equilibrio termico. 

Consideremos dois sistemas isolados A e B. Cada 
urn deles, independentemente, aLinge equilibrio ter- 
mico; se estao separados por paredes adiabaticas (Fig. 
7.1(a)), o estado termodinamico de equilibrio de um 
deles nao e afetado pelo outro. Se agora substituirmos 
as paredes de separacao adiabaticas por uma parede 
de separacao diatermica (Fig. 7.1(b)), colocando A e 
B em contato termico, o sistema evoluira em geralpara 
um novo estado de equilibrio termico diferente, ou 
seja, as variaveis macroscopicas tanto de A quanto 
Figura 7. 1 — Contato termico de B mudarao com 0 tempo, ate que o sistema com A 

e B em contato termico atinja equilibrio termico. Diz- 
se neste caso que A esta em equilibrio termico com B. 

Suponhamos agora que A e B estao ambos em 
equilibrio termico com C, mas separados um do outro 
por uma parede adiabatica (Fig. 7.2(a)). Que acontece 
se a substituirmos por uma parede diatermica? (Fig. 
7.2 (b)). E um fato experimental que, nesta situacao, A 
e B tambem estarao em equilibrio termico entre si. 
Este fato e chamado muitas vezes de lei zero da termo- 
dinamica: Dois sistemas em equilibrio lermico com um 
terceiro estao em equilibrio termico entre si. Para mos- 
trar que este fato nao decorre de nenhuma necessida- 
de lbgica, basta notar que um eletrodo de cobre em 
equilibrio eletrico com uma solucao diluida de acido 
sulfurico e um eletrodo de zinco em equilibrio eletrico 
Figura 7.2— Lei zero da termodinamica com a mesma solucao nao estao em equilibrio eletrico 

entre si. Se os colocarmos em contato eletrico atraves 
de um no de cobre, passara uma corrente eletrica de um eletrodo para o outro (pilha voltaica). 

A nogao intuitiva de temperatura leva a ideia de que dois sistemas em equilibrio termico 
entre si tern a mesma temperatura. E, gracas a lei zero da termodinamica podemos medir 
temperaturas com o auxilio de um termometro. Para saber se dois sistemas A e B tern a 
mesma temperatura, nao e necessario coloca-los em contato termico: basta verificar se am- 
bos estao em equilibrio termico com um terceiro corpo C, que e o "termometro": a lei zero 
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7.3 — Temperatura 

Um sistema termodinamico especialmente simples e um fluido Qiquido ou gas), homogeneo, 
contido num recipiente de volume V. A forma do recipiente e irrelevante, uma vez que ele e 
totalmente ocupado pelo fluido. Em equilibrio termico, podemos aplicar as leis da estatica 
dos fluidos (Secao 1.2) e definir apressao P do fluido, exercida por ele sobre as paredes do 
recipiente e que e a mesma em qualquer ponto do fluido (desprezando efeitos gravitacionais). 

Consideremos agora um sistema padrao C ("termometro") constitui'do por um fluido 
("substancia termometrica") num recipiente. E um fato experimental que o estado de um fluido 
em equilibrio termico Bca inteiramente caracterizado pela sua pressao e volume, ou seja, para 
o fluido C, pelo par (P c , V c ). Se alterarmos uma dessas variaveis, a outra tambem muda para 
outro valor bem definido quando o sistema atinge novamente o equilibrio termico. Cada par 
ira corresponder a uma dada situacao de equilibrio termico, ou seja, uma dada temperatura. 

Seja (P CO ,V CO ) um dado estado do sistema C, e 
consideremos outro sistema fluido A, caracterizado 
pelo par [P A , V'J. Verifica se expcrimentalmente que 
ha toda uma serie de estados diferentes (P Ao , V^, (P' Ao , 
Vjijr v ".4o). • ■ ■ do sistema A que estao todos em 
equilibrio termico com (P cc , V co ), e que geralmente 
podem ser representados por uma curva continua 
numa dada regiao, que se chama uma isoterma do 
sistema A (Fig. 7.3). Pela lei zero da termodinamica, 
se escolhermos outro sistema padrao C", em equilibrio Figura 7.3 — Isotermas 
termico com C no estado (P co , V co ), a isoterma nao se 

altera: ela so depende da natureza do sistema A. Para outro estado (P Cl , V c ,) de C, acha-se 
(Fig.) outra isoterma (P M , V M j, [P' Ar V' M ), ... do sistema A. 

Podemos agora distinguir as diferentes isotermas do sistema A por diferentes niimeros 
B 0 , 6 P um para cada isoterma, escolhidos de forma arbitraria, mas assumindo um valor 
constante sobre cada isoterma. A grandeza 0chama-se entao de temperatura empirica, e uma 
isoterma do sistema A e o conjunto dos estados (P A , V A ) que tern a mesma temperatura 6. 

A fami'lia de isotermas do sistema A pode ser descrita por uma equac. ao da forma 

f(P 4 ,V A ) = e (7.3.1) 

que se chama eguacao de estado do sistema A. Uma vez estabelecida uma escala de temperatura 
empirica, a lei zero da termodinamica nao deixa mais nenhuma arbitrariedade na definicao 
da temperatura para outros sistemas: uma isoterma de outro sistema B associada a estados 
que estao em equilibrio termico com (P co , V co ) tem de corresponder a temperatura 9 0 , e assim 
por diante. 

Com a temperatura empirica assim definida, os conceitos de sistemas em equilibrio termico 
entre si e sistemas a mesma temperatura sao equivalentes. 

Termometros 

0 termometro mais familiar na pratica e o termometro de mercurio (Fig. 7.4), que consiste 
num tubo capilar de vidro fechado e evacuado, com um bulbo numa extremidade, contendo 
mercurio, que e a substancia termometrica. 0 volume V do mercurio e medido atraves do 
comprimento I da coluna liquida. 

Na realidade, este comprimento nao reflete apenas a dilatacao ou contracao do mercurio, 
mas a diferenca entre ela e a dilatacao ou contracao corresnonriente do tubo dp. vidro mm 
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content o mercurio. Entretanto, a variacao de volume 
do mercurio e geralmente bem maior do que a do 
recipiente. 

A definicao da escala Celsius de temperatura 
empirica foi associada com a escolha de dois pontos 
fixos correspondentes a temperaturas bem definidas, 
uma delas sendo a do gelo em fusao e a outra a da 
agua em ebulicao. Mais precisamente, o ponfo de gelo 
F/gura 7.4 - Termometro de mercurio corresponde a temperatura de equih'brio termico de 

gelo e agua saturada de ar, a pressao de 1 atmosfera, 
e o ponto de vapor e a temperatura de equih'brio de vapor de agua e agua pura, a pressao de 
1 atmosfera. 

Na escala Celsius, assinalamos arbitrariamente as temperaturas: 
Ponto de vapor: 9= 100°C 
Ponto de gelo: 9^0°C 
Para calibrar o termometro de mercurio nesta escala, convencionamos a seguir que 9 e o 
comprimento I da coluna guardam entre si uma relacao linear. Assim, se J 10 o e 1 0 sao os 
comprimentos no ponto de vapor e no ponto de gelo, respectivamente, e 1 e o comprimento 
quando em equilibrio termico com o sistema cuja temperatura queremos medir, assinalamos 
a flo valor 

e=-ti-ro (7.3.2) 

Isto equivalc a dividir a escala entre I 0 e J lo0 em 100 partes iguais, cada subdivisao 
correspondendo a 1°C, ou seja, equivale a definir a dilatacao da coluna de mercurio como 
sendo linear com 9. 

Outro termometro usual e o termometro de alcool, em que se utiliza como substantia 
termometrica o alcool em lugar do mercurio. A calibracao da escala de temperatura empirica 
correspondente e feita de forma analoga a que acabamos de descrever. Nao ha nenhuma 
razao para esperar que as leituras de um termometro de mercurio e de um de alcool coincidam, 
e de fato elas apresentam discrepancias da ordem ate de alguns decimos de °C. Isto significa 
simplesmente que cada um dos dois liquidos nao se dilata de maneira bem uniforme na escala 
em que convencionamos uniformidade de dilatacao para o outro. Nenhum dos dois pode ser 
considerado "melhor" que o outro, uma vez que se trata de pura convengao. 

Podemos perguntar se e possivel encontrar uma escala absolute de temperatura, que 
nao esteja associada a propriedades especiflcas de uma particular substantia. Um passo 
importante nessa direcao consiste em tomar como substantia termometrica um gas. A 
experiencia mostra que os resultados assim obtidos exprimem propriedades universais dos 
gases, e veremos mais tarde que a escala assim definida corresponde realmente a uma escala 
absoluta. 

7.4 — 0 termometro de gas a volume constante 

Usando como substantia termometrica um gas, poderiamos tomar como propriedade 
termometrica o volume a pressao constante ou a pressao a volume constante; esta ultima 
alternativa e mais simples e e adotada na pratica. 

0 termometro de gas a volume constante esta esquematizado na Fig. 7.5. 0 gas, geral- 
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mente hidrogenio, enche um bulbo e um tubo capilar 
ligado a um manometro de merciirio de tubo aberto 
(Secao 1.5). 0 tubo flexi'vel permite suspender ou 
abaixar o m'vel de merciirio no ramo da direita de ta) 
forma que o nlvel do ramo da esquerda permaneca 
numa marca fixa N (Fig.), definindo um volume V 
constante ocupado pelo g*as. 

0 bulbo e colocado em contato termico com o 
sistema cuja temperatura se quer medir, e a seguir e 
medida a pressao P do gas, dada por [cf. (1. 5. 1)] 



Capilar 









[Bum 





Tubo flexivel 



Figura 7.5 — Termometro de gas a volu- 
me constante 

(7.4.1) 



ig < Pog- Para uma massa de 



P = p 0 +pgh 

onde Po e a pressao atmosferica, suposta conhecida, pea densidade do merciirio, elieo 
desnivel entre o merciirio contido no ramo da direita e no da esquerda. 

Sejam P m e P og os valores de P no ponto de vapor e no ponto de gelo, respectivamente, 
quando M 0 e a massa de gas que ocupa o volume V. Sup'onhamos que se repitam as medidas 
reduzindo a massa de gas para M, < M 0 (o volume Vsempre permanece constante). As pressoes 
medidas nos pontos de vapor e de gelo serao agora P,„ < P 0v e P. 
gas M 2 < M ir os valores caem para P 2v < P\, e P 2g < P lg . 

Se se faz um grafico da razao (P v /P g ) v (onde o 
indice V significa que o volume V de gas e mantido 
constante) como funcao da massa M de gas, ou, o que 
vem a dar na mesma, em fungao da pressao P g , veri- 
fica-se experimentalmente que, a medida que P g vai 
baixando, os pontos experimentais tendem a cair 
sobre uma reta (Fig. 7.6). Para gases diferentes, as 
retas sao diferentes, mas, se as extrapolarmos ao limite 
P g -> 0 (o que equivale aM->Oenaopode obviamente 
ser atingido), o resultado experimental e que todas as 
retas interceptam o eixo das ordenadas no mesmo 
ponto (Fig. 7.6), correspondente ao valor = 1,3661. Logo, 



(fi 








1,3661 


* — »-G4sS 

t t t 




M 2 M, M 0 


0 







Figura 7.6 - 

diferentes 



Comparacao com gases 



lim 



■1,3661 



(7.4.2) 



Este limite define a razao T v /T g das temperatums absolutas T v e T g correspondentes ao 
ponto de vapor e ao ponto de gelo, respectivamente. Para completar a definicao da escala de 
temperatura absoluta, tambem chamada de escaia Kelvin, impomos a condicao de que a 
diferenca T v -T g , como na escala Celsius, corresponde a 100 graus tambem na escala Kelvin: 



\%-T„ =100 K 



(7.4.3) 



(note que nao se emprega a notacao °K, mas simplesmente K). 

As (7.4.2) e (7.4.3) podem agora ser resolvidas para dar T v e T„ na escala Kelvin: 



T v - T„ = (1, 3661 - l)T g =0, 3661 T 0 = 100^. T ~ 100/0,3661 = 273,15 K (7.4.4) 
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Para medir uma temperatura na escala Kelvin com o auxi'lio do termometro de gas a 
volume constante, medimos a pressao P correspondente, extrapolada para o limite P g -» 0, 
como no caso da (7.4.2). A temperatura absoluta T correspondente e dada entao por 



lim 



P 



(7.4.5) 



0 que, com T g dado pela (7.4.4), determina T. 

A escala que acabamos de definir tambem e chamada escala de gas ideal porque se 
baseia no fato empirico de que todos os gases tendem a se comportar da mesma forma quando 
muito rarefeitos (limite em que P g -i 0). Esse coraportamento universal e por definicao o de 
um gas ideal. 

Como o intervalo de 1 grau e por definicao o mesmo nas escalas Kelvin e Celsius (7.4.3), 
a relacao entre as duas escalas e dada por 

« ( , c) = T-T g =T-273,15 (7.4.6) 

A temperatura mais baixa que se pode medir com um termometro de gas e da ordem de 

1 K; o gas usado para isso e helio a baixa pressao, uma vez que ainda pode ser mantido 
gasoso a essa temperatura. Temperaturas abaixo desse valor nao podem ser medidas por um 
termometro de gas. 

Veremos mais tarde que e possivel definir uma escala fermodinamica absoluta de 
temperaturas, de forma independente das propriedades espedficas de qualquer substantia, 
ou mesmo de categorias de substantias, tais como os gases. Essa escala, conforme veremos, 
leva a resultados coincidentes com os da escala de gas ideal. 



Ponto fixo padrao: A definicao (7.4.5) so depende de um unico ponto fixo padrao, que e o 
valor de T g . Em lugar do ponto de gelo, e adotado atualmente como ponto fixo padrao o 
ponto triplo da agua, em que vapor de agua coexiste em equilibrio com agua liquida e gelo. 
Isto ocorre para uma pressao e temperatura bem definidas: (P„.)h 2 o = 4*58 mm/Hg e (8„.)h 2 o = 
0,01°C. Resolveu-se entao fixar o valor 

T u =273,16 K 

para a temperatura do ponto triplo. 

Com a utilizacao do ponto triplo em lugar do ponto de gelo, a escala termometrica de gas 
ideal passa a ser definida, em lugar da (7.4.5), por 



- 273,16 K lim 



V Mr J v 



(7.4.7) 



onde P f ea pressao exercida pelo volume de gas considerado quando em equilibrio termico 
com agua no ponto triplo, e P a pressao que exerce quando em equilibrio termico a temperatura 
que se deseja medir. Como e necessario efetuar uma serie de medicoes para permitir a 
extrapolagao ao limite P tr -> 0, a determinacao precisa de uma temperatura na escala de gas 
ideal e um processo extremamente laborioso, empregado quando se deseja obter valores 
padrao, que irao figurar em tabelas de constantes fisicas. 

Para fins praticos, foi adotada a Escala Termometrica Pratica International, baseada numa 
serie de pontes fixos a serem utilizados para calibracao, juntamente com recomendacoes 
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sobre o tipo de termometro que deve ser empregado em cada regiao de temperaturas entre 
dois pontos fixos e sua calibracao. 

Alem dos pontos de gelo (0,00°C) e de vapor (100,00°C), sao empregados os seguintes 
pontos fixos (todos a pressao de 1 atm): pontos de ebuligao do oxigenio (-182,97°C) e do 
enxofre (444,60°C) e pontos de fusao da prata (960,80°C) e do ouro (1063,00°C). 

Um exemplo de termometro cujo uso e recomendado em conjuncao com esta escala em 
determinada faixa de 'temperaturas e o termometro de resistencia de platina, em que a 
propriedade termometrica medida e a resistencia eletrica de um fio de platina em condicoes 
bem determinadas. 0 termometro e calibrado com o auxilio dos pontos fixos acima 
mencionados. 



7.5 — Dilatacao termica 

A ascensao da coluna de mercurio num termometro exemplifica o fenomeno da dilatagao 
termica, a alteragao de tamanho de um corpo produzida por uma variagao de temperatura. 

A dilatacao corresponde a um aumento do espacamento interatomico medio. Assim, 
num corpo soiido, se dois de seus pontos estao inicialmente a distancia i 0 , a variacao A) dessa 
distancia e proporcional a 1 0 . Para uma variacao de temperatura AT suficientemente pequena, 
e tambem proporcional a At. Logo, 

| Ai = gj 0 A:rj (7.5.1) 

onde a constante de proporcionalidade a chama-se o coeficiente de dilatagao linear. 

Vemos que a = (M/1 0 )/AT representa a variagao percentual de comprimento (AJ/f 0 ) por 
unidade de variacao de temperatura. Embora avarie em geral com a temperatura, podemos, 
para fins praticos, desprezar essa variagao (enquanto nao nos aproximamos demasiado do 
ponto de fusao do soiido). Assim, se 1 T e o comprimento a temperatura T e i 0 o comprimento 
a temperatura T 0 , a (7.5.1) da 

l T =l 0 [Ua(T-T 0 )] (7.5.2) 

Para solidos anisotropicos, ou seja, aqueles cuja propriedades variam com a direcao, 
como acontece com cristais, o coeficiente de dilatacao linear assume valores diferentes em 
direcoes diferentes. Para um corpo isotropico, a e independente da direcao. 

Valores tipicos de a em solidos sao da ordem de 1CT 5 por °C, ou seja, 0,01 mm por m por 
°C. Assim, por exemplo, em (°C) _1 temos os seguintes valores de a. ago: 1,1 x 10" 5 ; aluminio: 
2,3 x 10~ 5 ; cobre: 1,7 x 10~ 5 ; vidro: 4 a 9 x 10" 6 . A (7.5.2) se aplica, por exemplo, ao comprimento 
de uma barra delgada do material. 

Se tivermos uma lamina delgada de um soiido isotropico de lados J, e I 2 , a variagao 
percentual de sua area A devida a uma variagao de temperatura T sera 

M = Ap sM ^W g A + Afc A | M/A ^ T l (7 5 3] 

SAI OAT 

o que significa que o coeficiente de dilatagao superficial e 2a (dado o valor extremamente 
pequeno de a, desprezamos no calculo acima um termo, Al t AJj, da ordem de a 2 ). A (7.5.3) se 
aplica tambem a variagao da area de um orificio numa placa de material isotropico, devido a 
dilatagao termica. 
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Analogamente, a variacao de volume de um paralelepipedo de arestas 1, e i 3 sera 

V 1,IA ' k h k 

o que da 

" \AV/V = 3a&f ~\ (7.5.4) 

desprezando termos de ordem tree 3 . Logo, o coeficiente de dilatacao volumetrica e 3a, o que 
se aplica tambem ao volume de uma cavidade, num corpo cujo coeficiente de dilatacao linear 
e a. 

Para um liquido, que toma a forma do recipiente que o contem, so interessa o coeficiente 
de dilatacao voiumetrica f,, definido por 

j AV / V - /3AT] (7.5.5) 

Valores tipicos de /) para li'quidos sao bem maiores que para solidos: tipicamente, da 
ordem de 10" 3 por °C. Para o mercurio, /3« 1,8 x lO^PC. 

Se tivermos entao um termometro de mercurio, em que este enche completamente o 
bulbo de vidro a temperatura de 0°C, o volume do bulbo a temperatura Ssera V 0 (1 + 3a9), e o 
volume do mercurio sera V 0 (1 + /38), de modo que o volume de mercurio expelido do bulbo e 
que ira subir pelo tubo capilar e 

V 0 (/3-3a)S 

Diz-se que /J - 3a e o coeficiente de dilatacao aparente do liquido (no caso, o mercurio). 

Em geral, j3 e > 0, mas ha uma anomalia no caso da agua, para a qual fi se torna < 0 entre 
0°C e 4°C. Assim, a densidade maxima da agua e atingida a 4°C, e ela se expande, em lugar de 
se contrair, quando a temperatura diminui, na regiao abaixo de 4°C, ate se congelar. Essa 
expansao pode fazer estourar um cano cheio de agua, quando a mesma se congela. E tambem 
por essa razao que a superficie de um lago se congela, sem que isto ocorra com a agua a 
maior profundidade. Esta permanece a temperatura mais elevada, com densidade maior, de 
forma que o gelo flutua sobre ela, permitindo assim que os peixes sobrevivam durante o 
inverno. 

A explicagao microscopica do coeficiente de dilatacao anomalo da agua na vizinhanca 
de seu ponto de fusao nao e simples. A agua e um liquido muito peculiar, devido as propriedades 
especificas da ligacao de hidrogenio, encontrada em suas moleculas. 

PROBLEMAS DO CAPITULO 7 

1. Uma esfera oca de aluminio tern um raio interno de 10 cm e raio externo de 12 cm a 15°C. 
0 coeficiente de dilatacao linear do aluminio e 2,3 x Kr 5 /°C. De quantos cm 3 varia o 
volume da cavidade interna quando a temperatura sobe para 40°C? 0 volume da cavidade 
aumenta ou diminui? 

2. Uma barra retilinea e formada por uma parte de latao soldada em outra de aco. A 20°C, 
o comprimento total da barra e de 30 cm, dos quais 20 cm de latao e 10 cm de aco. Os 
coeflcientes de dilatacao linear sao 1,9 x 10~ 5 /°C para o latao e 1,1 x 10' 5 /°C para o aco. 
Qual e o coeficiente de dilatacao linear da barra? 
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Uma tira bimetalica, usada para controlar termos- 
tatos, e constituida de uma lamina estreita de la- 
tao, de 2 mm de espessura, presa lado a lado com 
uma lamina de aco, de mesma espessura d = 2 
mm, por uma serie de rebites. A 15=C, as duas la- 
minas tern o mesmo comprimento, igual a 15 cm, 
e a tira esta reta..A extremidade A da tira e fixa; a 
outra extremidade B pode mover-se, controlando 
o termostato. A uma temperatura de 40°C, a tira 
se encurvou, adquirindo um raio de curvatura R, 
e a extremidade B se deslocou de uma distancia 
vertical y (Fig. Rl). Calcule Bey, sabendo que 
o coeficiente de dilatacao linear do latao e 19 x 
lr^C e o do aco e 1,1 x lCr 5 /°C. 



d 




_^a^/ 
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Figura P.l 



4. Num relogio de pendulo, o pendulo e uma barra metalica, projetada para que seu periodo 
de oscilacao seja igual a 1 s. Verifica-se que, no inverno, quando a temperatura media e 
de 10°C, o relogio adianta, em media 55 s por semana; no verao, quando a temperatura 
media e de 30°C, o relogio atrasa, em media 1 minuto por semana. (a) Calcule o coefi- 
ciente de dilatacao linear do metal do pendulo. (b) A que temperatura o relogio funcionaria 
com precisao? 

5. A Fig. P.2 ilustra um esquema possivel de cons- 
trucao de um pendulo cujo comprimento J nao 
seja afetado pela dilatacao termica. As tres barras 
verticals Claras na figura, de mesmo comprimen- 
to I,, sao de ayo, cujo coeficiente de dilatacao li- 
near e 1,1 x lu"7°C. As duas barras verticals 
escuras na figura, de mesmo comprimento i 2 , sao 
de alummio, cujo coeficiente de dilatafao linear 
e 2,3 x lfr 0 /°C. Determine l t e J 2 de forma a manter 
i = 0,5m. 



Figura P.2 




6. (a) Um liquido tem coeficiente de dilatacao volu- 
metrica fi. Calcule a razao p/p 0 entre a densidade 
do liquido a temperatura T e sua densidade p 0 a 
temperatura T 0 . (b) No metodo de Dulong e Petit 
para determinar ft o liquido e colocado num tubo 
em U, com um dos ramos imerso em gelo fun- 
dente (temperatura T 0 ) e o outro (Fig. P.3) em oleo 
aquecido a temperatura T. 0 nivel atingido pelo 
liquido nos dois ramos e, respectivamente me- 
dido pelas alturas h 0 e h. Mostre que a experiencia 
permite determinar p (em lugar do coeficiente de Figura P.3 
dilatacao aparente do liquido), e que o resultado 

independe de o tubo em U ter seccao uniforme. (c) Numa experiencia com acetona 
utilizando este metodo, T 0 e 0°C, T e 20°C, h 0 = 1 m e h = 1,03 m. Calcule o coeficiente de 
dilatacao volumetrica da acetona. 
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7. Um tubo cilindrico delgado de seccao uniform e, feito de um material de coeficiente de 
dilatacao linear a, contem um h'quido de coeficiente de dilatacao volumetrica J3. Atempe- 
ratura T 0 , a altura da coluna liquida e ii 0 . (a) Qual e a variacao Ail de altura da coluna 
quando a temperatura sobe de VC! (b) Se o tubo e de vidro (a = 9 x 10^/°C ) e o liquido 
e mercurio {fi = 1,8 x VS^/'Q, mostre que este sistema nao constitui um bom termometro, 
do ponto de vista pratico, calculando Ah para ii 0 = 10 cm. 

8. Para construir um termometro de leitura facil, 
do ponto de vista pratico {Problema 7), acopla- 
se um tubo capilar de vidro a um reservatorio 
numa extremidade do tubo. Suponha que, a tem- 
peratura T 0 , o mercurio esta todo contido no re- 
servatorio, de volume V 0 , e o diametro do capilar 
e d 0 . (a) Calcule a altura fi do mercurio no capilar 
a uma temperatura T > T 0 (Fig. P. 4). (b) Para um volume do reservatorio V 0 = 0,2 cm 3 , 
calcule qual deve ser o diametro do capilar em mm para que a coluna de mercurio su- 
ba de 1 cm quando a temperatura aumenta de 1°C. .Tome a = 9 x iO^/'C para o vidro e 
j}= 1,8 x 10^/°C para o mercurio. 

9. Um reservatorio cilindrico de aco contem mer- 
curio, sobre o qual flutua um bloco tilindrico de 
latao. A temperatura de 20°C, o nivel do mercurio 
no reservatorio esta a uma altura h 0 = 0,5 m em 
relacao ao fondo e a altura a 0 do cilindro de latao 
e de 0,3 m. A essa temperatura, a densidade do 
latao e de 8,60 g/cm 3 e a densidade do mercurio 
e de 13,55 g/cm 3 . (a) Ache a que altura H 0 esta o 
topo do bloco de latao em relacao ao fundo do 
reservatorio a 20°C (Fig. P.5). (b) O coeficiente Figure P.5 
de dilatacao linear do aco e 1,1 x 10" o /°C; o do 

latao e 1,9 x l(r 5 /°C, e o coeficiente de dilatacao volumetrica do mercurio e 1,8 x 10^/°C. 
Calcule a variacao SH da altura H 0 (em mm) quando a temperatura sobe para 80°C. 
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Cafitulo O 
CALOR. 

PR1ME1RA LEI DATERMOD1NAM1CA 

8,1 — A natureza do calor 

No final do seculo 18, existiam duas hipoteses alternativas'sobre a natureza do calor. A hipotese 
mais aceita considerava o calor como uma substantia fluida indestrutivel que "preencheria 
os poros" dos corpos e se escoaria de um corpo mais quente a um mais frio. Lavoisier chamou 
essa substantia hipotetica de "calorico". A implicacao era que o calor pode ser transferido de 
um corpo a outro, mas a quantidade total de "calorico" se conservaria, ou seja, existiria uma 
lei de conservacao do calor. 

A hipotese rival, endossada entre outros por Francis Bacon e Robert Hooke, foi assim 
expressa por Newton em 1704: "0 calor consiste num minusculo movimento de vibracao das 
particulas dos corpos". Ideias deste genero podem ter sido sugeridas pela geracao de calor 
por atrito, exemplificada pelo "metodo dos escoteiros" para acender uma fogueira, ou pelo 
aquecimento do ferro martelado numa bigorna. A teoria do calorico explicava estes efeitos 
dizendo que o atrito, ou o martelo do ferreiro, "espremem" o calorico para fora do materia!, 
como agua absorvida numa esponja. 

Um dos primeiros a apontar dificuldades com a teoria do calorico foi Benjamin Thomson, 
um aventureiro que se tornou Conde de Rumford na Bavaria (casou-se com a viuva de 
Lavoisier). Uma das dificuldades era que experiencias bastante precisas, feitas por Rumford, 
nao detectavam cmalquer variacao do peso de um corpo, acompanhando a absorcao ou 
eliminacao de grandes quantidades de calor. Entretanto, o calorico poderia ser um fluido 
imponderavel, a exemplo do que se acreditava valer para a eletricidade. 

A principal dificuldade, porem, estava na "lei de conservacao do calorico", pois a 
quantidade de calorico que podia ser "espremida para fora" de um corpo por atrito era 
ilimitada. Com efeito, em 1798, Rumford escreveu: 

"Foi por acaso que me vi levado a realizar as experiencias que vou relatar agora... Estando 
ocupado, ultimamente, em supervisionar a perfuracao de canhoes nas oficinas do arsenal 
militar de Munique, chamou-me a atencao o elevado grau de aquecimento de um canhao de 
bronze, atingido em tempos muito curtos, durante o processo de perfuracao; bem como a 
temperatura ainda mais alta (acima do ponto de ebulicao da agua, conforme verifiquei) das 
aparas metalicas removidas pela perfuracao. 

Meditando sobre os resultados dessas experiencias, somos naturalmente levados a grande 
questao que tem sido objeto de tantas especulacdes filosoficas, ou seja: 

Que e o calor? Existe um fluido igneo? Existe alguma coisa que possamos chamar de 
calorico? 
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Vimos que uma quantidade muito grande de calor pode ser produzida pelo atrito de 
duas superficies metalicas, e emitida num fluxo constante em todas as direcoes, sem 
interrupcao, e sem qualquer sinal de diminuicao ou exaustao... 

... a fonte de calor gerado por atrito nessas experiencias parece ser inesgotavel. E 
desnecessario acrescentar que algo que qualquer corpo ou sistema de corpos isolado pode 
continuar fornecendo sem limites, nao pode scr uma substantia material, e me parece 
extremamente dificil, senao impossivel, conceber qualquer coisa capaz de ser produzida ou 
transmitida da forma como o calor o era nessas experiencias, exceto o MOVIMENTO." 

Rumford foi assim levado a endossar a teoria alternativa de que "... o calor nao passa de 
um movimento vibratorio que tem lugar entre as particulas do corpo". 

A maquina a vapor de James Watt, desenvolvida na segunda metade do seculo 18, era 
uma demonstracao pratica de que o calor leva a capacidade de produzir trabalho. Entretanto, 
a conexao entre calor e energia so foi estabelecida no seculo 19. 

Um dos primeiros a discutir essa conexao foi o medico alemao Julius Robert Mayer. 
Aparcntemente, ele foi levado, a refletir sobre o problema quando, como medico de bordo 
durante uma viagem aos tropicos, observou que o sangue venosb parecia ser mais vermelho 
que nos climas frios da Europa, o que o conduziu a especulacoes sobre a origem do calor 
animal (metabolismo). Assim, em 1842, Mayer chegou ao primeiro enunciado geral do Principio 
de Conservacao da Energia: 

"As energias sao entidades conversiveis, mas indestrutiveis ... Em inumeros casos, vemos 
que um movimento cessa sem ter produzido quer outro movimento" (energia cinetica) "quer 
o levantamento de um peso" (energia potencial), "mas a energia, uma vez que existe, nao 
pode ser aniquilada; pode somente mudar de forma, e dai surge a questao: Que outras formas 
pode ela assumir? Somente a experiencia pode levar-nos a uma conclusao". 

A experiencia mostra que o trabalho pode (por exemplo atraves do atrito) ser convertido 
em calor. Logo, diz Mayer, "Se energia cinetica e potencial sao equivalentes a calor, e natural 
que calor seja equivalente a energia cinetica e potencial". Ou seja, o calor e uma forma de 
energia. 

Mayer enunciou entao um problema crucial: "Quao grande e a quantidade de calor que 
corresponde a uma dada quantidade de energia cinetica ou potencial?" Ou seja, qual e a "taxa 
de conversao" entre energia mecanica (medida em joules) e calor (medido em "calorias", 
conforme veremos mais adiante)? Este e o problema da determinacao do eguivaiente mecanico 
da caloria. 

Com extraordinaria sagacidade, Mayer conseguiu inferir a resposta partindo de um dado 
experimental ja conhecido na epoca: a diferenca entre o calor especifico de um gas a pressao 
constante e seu calor especifico a volume constante, que discutiremos mais tarde. Usando os 
resultados entao conhecidos (cuja incerteza experimental era grande), Mayer deduziu um 
valor do equivalente mecanico da caloria cuja diferenca do valor correto e da ordem de 10%. 
Entretanto, seu trabalho foi considerado muito especulativo e foi ignorado durante as duas 
decadas seguintes. 

As experiencias basicas para a obtencao do equivalente mecanico da caloria foram 
realizadas durante um periodo de quase 30 anos pelo cervejeiro e cientista amador ingles 
James Prescott Joule. Seus primeiros resultados, anunciados em 1843, eram ainda muito 
imprecisos, mas em 1868 ele chegou fmalmente a resultados de grande precisao. 

Quando Joule apresentou um dos primeiros resultados confiaveis, numa reuniao realizada 
em Oxford em 1847, so despertou o interesse de um jovem da audiencia: William Thomson, o 
futuro Lord Kelvin. Tre-s dias depois, Joule se casou. Duas semanas mais tarde, Thomson, em 
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Chamonix, encontrou Joule, munido de um imenso termometro, subindo ao topo de uma 
cachoeira. Mesmo em lua de mel, queria verificar a diferenca de temperatura que deveria 
existir, conforme seus calculos. entre a agua em cima e em baixo da cachoeira (para as cataratas 
de Niagara, ele estimou essa diferenca em - 0,2°Q! 

A formulacao mais geral do Principio de Conservacao da Energia foi apresentada pelo 
fisico matematico e fisiologista Hermann von Helmholtz numa reuniao da Sociedade de Hsica 
de Berlim, em 23 de jultto de 1847. Helmholtz mostrou que ele se aplicava a todos os fenomenos 
entao conhecidos — mecanicos, termicos, eletricos. magneticos; tambem na fisico-quimica, 
na astronomia e na biologia e metabolismo dos seres vivos). 

Em seu livro "Sobre a Conservacao da Energia" (Helmholtz ainda usava a palavra "forca" 
em lugar de "energia"; a energia cinetica era chamada de "forca viva"), ele diz: 

"... chegamos a conclusao de que a natureza como um todo possui um estoque de energia 
que nao pode de forma alguma ser aumentado ou reduzido; e que, por conseguinte, a 
quantidade de energia na natureza e tao eterna e inalteravel como a quantidade de materia. 
Expressa desta forma, chamei esta lei geral de Principio de Conservagao da Energia." 

Por volta de 1860, o Principio de Conservacao da Energia, que corresponde, conforme 
veremos, air lei da termodinamica, ja havia sido reconhecido como um principio fundamen- 
tal, aplicavel a todos os fenomenos conhecidos. 

8,2 — Quantidade de calor 

Para levar a fervura 2 litros de leite, leva-se o dobro do tempo que e necessario para 1 litro, 
colocado na mesma panela e levado a mesma chama. A variacao de temperatura e a mesma 
nos dois casos (da temperatura ambiente ao ponto de ebulicao), mas a quantidade de calor 
fornecida e dupla para 2 litros. 

Como o calor e uma forma de energia, pode ser medido em unidades de energia, como o 
joule. Entretanto, historicamente, foi adotada uma unidade independente de quantidade de 
calor, a caloria, cujo uso persiste ate hoje. 

A caloria e definida atualmente como a quantidade de calor necessaria para elevar de 
14,5°C a 15,5°C a temperatura de 1 g de agua. Para que 1 kg de agua sofra essa mesma elevacao 
de temperatura, e necessario fornecer-lhe 10 3 cal (calorias) = 1 kcal (quilocaloria), pois a 
quantidade de calor necessaria, se os demais fatores permanecem os mesmos, e proportional 
a massa da substantia. A "caloria" empregada na nutrigao corresponde na verdade a 1 kcal. 

A quantidade de calor necessaria para elevar de 1°C a temperatura de 1 g de uma dada 
substantia chama-se calor espetifico c dessa substantia; c e medido em cal/g°C. Pela definicao 
de caloria, o calor espetifico da agua entre 14,5°C e 15,5°C e c = 1 cal/g°C. 

0 calor espetifico varia geralmente com a temperatura; assim, no intervalo entre 0°C e 
1°C, o calor espetifico da agua e 1,008 caI/g°C; na pratica, neste caso, podemos desprezartal 
variacao. 

Para que o calor espetifico esteja bem definido, e preciso especificar ainda em que 
condicoes ocorre a variacao de temperatura: se a pressao e mantida constante, obtem-se um 
valor diferente daquele que se obtem quando e mantido constante o volume da substantia. 0 
calor espetifico a pressao constante, c^eo calor espetifico a volume constante, c vr sao chamados 
de "calores especificos principals". 

Para liquidos e solidos, a diferenca entre c p e c v e pequena; geralmente, o calor espetifico 
e medido a pressao atmosferica, ou seja, trata-se de c p . Para gases, c p e c v sao bastante 
diferentes. 
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Discutiremos mais adianie a razao dessa diferenca. 

Alguns exemplos de valores de c p (p = 1 atm; temperatura ambiente; valores em cal/g°C): 
Al - 0,22; Cu - 0,092; Au - 0,032; Ag - 0,056; Pb - 0,031; Hg - 0,033. Note que a maioria desses 
calores espetificos sao bem menores que o da agua. 

Capacidade termica 

Se tivermos m gramas de uma substancia pura de calor especifico c, a quantidade de calor AQ 
necessaria para elevar sua temperatura de AT e 

AQ = mcAT = CAT (8.2.1) 
onde C = mc chama-se a capacidade termica da amostra considerada (mede-se em cal/°C). 

A capacidade termica de urn sistema formado de m t gramas de uma substancia de calor 
especifico c )( m 2 de calor especifico c 2 , etc., ...,e 

C = m 1 c i + m 2 C2 + ... (8.2.2) 

Se o intervalo de temperatura entre a temperatura inicial T; e a temperatura final T f e 
suficientemente grande para que seja preciso levar em conta a variacao do calor especifico 
com a temperatura, c = c (T), a (8.2.1) e substituida por 

r, 

AQ = mjc(T)dTsmc(T f -T i ) (8.2.3) 

r, 

onde c e, por definicao, o calor especifico medio entre as temperaturas T f e T f . 

Suponhamos que uma amostra A de massa m A 
de uma substancia de calor especifico c A , aquecida a 
uma temperatura T A , e mergulhada dentro de uma 
massa m de agua, de calor especifico c, contida num 
recipiente de paredes adiabaticas e de capacidade 
termica C. A agua e o recipiente estao inicialmente a 
temperatura T f < T A . Apos estabelecer-se o equilibrio 
termico, o sistema atinge a temperatura T f , medida 
pelo termometro T (Fig. 8.1). 
Figura8.1 — Calorimetro de misturas Como as paredes adiabaticas nao permitem 

trocas de calor com o exterior (Secao 7.2), a 
quantidade de calor AQ = m A c A iT A - T>) perdida pela amostra e inteiramente cedida a agua 
[mc (T f - T;)] e ao recipiente [C (T f - T f )], ou seja, 

m A c A (T A -T f ) = (mc+C){T f -T i ) (8.2.4) 

Conhecendo todos os demais termos que nela comparecem, a (8.2.4) permite determinar 
o calor especifico c A da amostra (mais precisamente, o calor especifico medio no intervalo 
entre T f e T A ). Este e o principio do caior/metro de misturas. 

Capacidade termica molar 

O calor especifico de uma substancia e a capacidade termica de uma massa de 1 g dessa 
substancia. Do ponto de vista da estrutura microscopica, e interessante definir a capacidade 
termica molar, que e a capacidade termica de 1 moJ da substancia. Lembrando que 1 mol 
(molecula-grama) e uma massa em g igual a massa molecular, vemos que a capacidade termica 
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molar de uma substantia obtem-se multiplicando o seu calor esperifico pela sua massa mo- 
lecular (ou massa atomica, para substantias monoatomicas). 

Efetuando esse calculo para os solidos cujos calores espetificos foram citados acima (pg. 
170), obtem-se resultados (verifique!) proximos de 6 cal/mol°C. Este fato foi primeiro observado 
por Dulong e Petit. A lei de Dulong e Petit diz que a capacidade termica molar (a volume 
constante) de todos os solidos, a temperature suficienteme/Ke elevada, aproxima-se de 6 
cal/moFC. "Suficientemente elevada", significa uma temperatura » T D , onde T D e uma tem- 
pera-tura caracteristica de cada substantia, chamada temperatura de Debye. A explicacao 
destes resultados foi fomecida pela teoria quantica. 

Reservatorio termico 

Segundo a (8.2.1), um sistema de capacidade termica C sofre uma variacao de temperatura 
AT = AQ/ C pela transferencia de uma quantidade de calor AQ. 

Como C e proporcional a massa, podemos tornar AT arbitrariamente pequeno aumen- 
tando suficientemente a massa. Como caso limite ideal, o sistema permite uma transferencia 
de calor AQ sem que sua temperatura se altere apreciavelmente. Um tal sistema chama-se um 
reservatorio termico. 

A atmosfera e o oceano sao bons exemplos de reservatorios termicos; para muitos fins 
praticos, podemos tratar como um reservatorio qualquer recipiente de tamanho adequado 
contendo um fluido em equilibrio termico. 

8,3 — Conducao de calor 

A transferencia de calor de um ponto a outro de um mcio se da atraves de tres processos 
diferentes: conveccao, radiacao e condugao. 

A conveccao ocorre tipicamente num fluido, e se caracteriza pelo fato de que o calor e 
transferido pelo movimento do prdprio fluido, que constitui uma corrente de convecgao. Um 
fluido aquecido localmente em geral diminui de densidade e por conseguinte tende a subir 
sob o efeito gravitacional, sendo substituido por fluido mais frio, o que gera naturalmente 
correntes de conveccao, mas elas tambem podem ser produzidas artificialmente, com o auxilio 
de bombas ou ventiladores. Os ventos, as correntes marinhas, a circulacao de agua quente 
num sistema de aquecimento central sao exemplos de correntes de conveccao. 

A radiacao transfere calor de um ponto a outro atraves de radiacao eletromagnetica, que, 
como a luz visivel, propaga-se mesmo atraves do vacuo. A radiacao termica e emitida por um 
corpo aquecido, e, ao ser absorvida por outro corpo, pode aquece-lo, convertendo-se em 
calor. A radiacao solar, seja sob a'forma de luz visivel, seja de radiacao infravermeltia ou de 
outras regides do espectro, e uma forma de radiacao termica emitida por uma fonte (o Sol) a 
temperatura muito elevada. 0 aquecimento solar e uma forma de aproveitamento de radiacao 
solar para producao de calor. 

A condugao de calor, que vamos discutir de forma mais detalhada, so pode ocorrer atraves 
de um meio material, mas, ao contrario da conveccao, sem que haja movimento do prdprio 
rneio-, ocorre tanto em fluidos como em solidos, sob o efeito de diferencas de temperatura. 
Assim, quando colocamos sobre uma chama uma panela com agua, o calor se transmite da 
chama a agua atraves da parede metalica da panela, por conducao. 

Todas as leis basicas da conducao de calor podem ser ilustradas neste exemplo familiar: 
(a) O calor flui sempre de um ponto 1 a temperatura mais alta para um ponto 2 a temperatura 
mais baixa. A quantidade de calor AQ transportada durante um intervalo de tempo At e: (b) 
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Proportional a diferenca de temperatura AT = T, - 7",; a agua ferve mais depressa se a 
temperatura da chama e mais alta; Cc] Inversamente proportional a espessura Ax da chapa 
metalica: quanto mais espesso o fundo da panela, mais tempo leva para ferver a agua. 
Combinando (b) e (c), vemos que AQ e proporcional a AT/Ax, que e chamado de gradiente de 
temperatura; (d) Proporcional a area A atraves da qual o calor esta fluindo (no exemplo 
considerado, a area do fundo da panela); (e) Proporcional ao intervalo de tempo At. 

Juntando estes resultados, vemos - que AQ e proporcional a AAt (AT/Ax), ou seja, para a 
conducao de calor atraves de uma espessura infinitesima dx de um meio durante um tempo 
dt, 



dQ_ 


, . dT 


dt 


dx 



(8.3.1) 



onde Jc e uma constante de proporcionalidade caracteristica do meio condutor, que se chama 
de condutividade termica do material (ic > 0). 0 sinal (-) na (8.3. 1) exprime o fato de que o calor 
flui de temperaturas mais altas para temperaturas mais baixas: assim, se o gradiente de 
temperatura dT/dx e negativo, a corrente termica dQIdt e positiva. 

Podemos comparar a (8.3.1) com a lei de Ohm para a conducao de eletricidade (corrente 
eletrica). Para um condutor de comprimento J e area de seccao A, a resistencia eletrica R e 
dada por R = l/(oA), onde a e a condutividade eletrica. Para uma diferenca de potencial V, a 
intensidade da corrente i = dq/dt (dq = carga eletrica transportada durante o intervalo de 
tempo dt) e 



. dq V .V 
dt R 1 



(8.3.2) 



que e inteiramente analoga a (8.3.1): VII representa o gradiente de potencial eletrico. 

Quanto maior a condutividade termica k, melhor condutora de calor e a substantia, ou 
seja, maior a corrente termica por unidade de area, para um dado gradiente de temperatura. 
Se medirmos dQ/dt em kcal/s, A em m 2 e dT/dx em °C/m, as unidades de it sao kcal/s.m.°C e 
valores tipicos para alguns materiais sao: 



Material 


Cobre 


Agua 


Madeira 


Vidro 


Flanela 


Ar 


k 

(emkcal/s.m'C) 


9,2 x icr 2 


1,3 x W 4 


2 x 10" 5 


2x10^ 


2 x 10" 5 


5,7 x 1CT 6 



Os metais, que conduzem bem a eletricidade, tambem sao bons condutores de calor, o 
que nao e coincidencia: segundo a Jei de Wiedemann e Franz, a condutividade termica de um 
metal e proporcional a sua condutividade eletrica. 

Vidro, madeira, sao maus condutores de calor. Tomamos um liquido quente numa xi'cara, 
nao num copo de metal. Um objeto metalico tocado num dia frio e mais frio que um de madeira, 
porque a madeira isola o calor da mao no ponto de contato, ao passo que o metal o conduz e 
difunde. 

Li'quidos, como a agua, sao geralmcntc maus condutores de calor, embora possam 
transmitHo por conveccao. Os melhores isolantes termicos sao os gases, como o ar. Embora 
o tecido de roupas e cobertores isole termicamente, o que mantem melhor o calor do corpo 
sao as camadas de ar que fleam presas entre camadas de tecido, diflcultando tambem as 
perdas por conveccao. 
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Exemplo: Consideremos uma barra homogenea de 
seccao A e comprimento I de urn material de condu- 
tividade termica k, cujas extremidades sao mantidas 
em contato com reservatorios termicos de tempe- 
ratures T 2 e (Fig. 8.2(a)); supomos a superfine late- 
ral da barra termicamente isolada. 

Em regime estacionario, ou seja, quando a tem- 
peratura ao longo da barra se torna independente do 
tempo IT so depende de x), a corrente termica dQ/dt 
na (8.3. 1) nao pode depender de x, ou seja, o fluxo de 
calor por unidade de tempo tem de ser o mesmo 
atraves de qualquer seccao da barra. Com efeito, se 
assim nao fosse, haveria acumulacao (ou rarefacao) 
de calor em determinados pontos, cuja temperatu- 
re teria de aumentar (ou diminuir) com o tempo, contrariamente a hipotese. Logo, na (8.3.1), 
dT/dx - constante, o que da 



Tempe- J 
ratura ; 

i 
i 

r. 


. 


1 

^ Tempe- 
^ ratura 

1 


— -^1 

1 *-x Barra i 

I 


; 


(a) 

T 


r, 






0 (b) I 



Figura 8.2 — Barra homogenea 



dJ_ 
dx ' 



1 



(8.3.3) 



dt 



Com o auxilio de um sistema deste tipo, podemos 
medir a condutividade termica k do material da barra. 
Vemos que a temperatura varia linearmente ao longo 
da barra (Fig. 8.2(b)). 

Se substituirmos a barra homogenea por outra, 
composta de uma de comprimento Jj e condutividade 
termica k 2 e outra de comprimento I, e condutividade 
ii (com a mesma seccao A), a juncao entre as duas 
estara a uma temperatura intermediaria T 0 (Fig. 8.3(a)), 
e teremos, em regime estacionario, 



dt 2 I; 



To) 



= k,A 



h 



Eliminando T 0 , obtemos, 

, A(T z -r t ) 



dt " 



i 



(8.3.5) 



(8.3.6) 



(8.3.4) 




Figura 8.3 — Barra composta 



A distribuicao de temperatura correspondente esta ilustrada na Fig. 8.3(b). 



8,4-— O equivalente mecanico da caloria 

Na Secao 8.2, defmimos a unidade de quantidade de calor (caloria) em termos da variacao de 
temperatura que produz numa dada massa de agua. A identificacao do calor como uma 'forma 
de energia levou, como vimos na Secao 8.1, ao problema da determinacao da "taxa de cambio" 
entre a caloria e a unidade mecanica de energia (1 J, no sistema MKS). 
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Figura 8.4 — Experimento de Joule 



Vimos tambem que as experiencias basicas para 
a determinacao desse equivalente mecanico da caloria 
foram realizadas por Joule. 0 tipo de aparelho que 
empregou em suas experiencias mais conhecidas esta 
esquematizado na Fig. 8.4. 

Num calorimetro (recipients de paredes adia- 
baticas, ou seja, termicamente isolado) cheio de agua, 
e inserido um conjunto de paletas presas a um eixo. 
Esle e colocado em rotacao pela queda de um par de 
pesos (massas M, atraves de um sistema de polias. 0 
atrilo das paletas aquece a agua, cuja variacao de 
temperatura, determinada por um termometro, cor- 
responde a um certo numero de calorias. 0 trabalho 
mecanico equivalente e medido pela altura de queda dos pesos. 

Joule repetiu a experiencia inumeras vezes, introduzindo variantes no metodo: mudou a 
natureza do fluido aquecido e do material das paletas, bem como do processo de aquecimento. 
Assim, em lugar das paletas, empregou o efeito Joule, o aquecimento de um So (resistencia) 
provocado pela passagem de uma corrente eletrica. A energia mecanica equivalente, neste 
caso, corresponde ao trabalho realizado para alimentar o gerador de corrente. Os valores 
que obteve concordavam entre si dentro de -5%, e seu melhor valor difere do que e atualmente 
aceito por menos de 1%, o que representa um resultado notavel para sua epoca. 

Em 1879, Rowland fez uma determinacao extremamente cuidadosa, e estimou o erro do 
seu resultado em menos de 2 partes por 1.000; de fato, concorda com o valor atual dentro de 
1 parte em 2.000. 0 valor atualmente aceito e 

| leal = 4,186 J] (8.4.1) 

Exemplo: Uma resistencia de 68 Q e imersa em 1 1 de agua. Quando se faz passar uma corrente 
de 1A, a temperatura da agua sobe de 1°C por minuto. Qual o valor correspondente do 
equivalente mecanico da caloria dado por essa experiencia? 

A potencia P dissipada em calor pelo efeito Joule e dada pela expressao bem conhecida 



P = Rf 



(8.4.2) 



onde Re a resistencia e i a intensidade da corrente. No caso, P = 68 x 1 W = 68 J/s, e a energia 
fornecida por minuto e 68 x 60 J = 4.080 J. O calor necessario para elevar de 1°C a temperatura 
de 1 1 de agua e 1 kcal, que equivale portanto a 4.080 J, de modo que esta experiencia daria 1 
caU4,08J. 



8.5 — A primeira lei da termodinamica 

Em experiencias como a de Joule, a agua contida no calorimetro pode ser levada de uma 
temperatura inicial Tj a uma temperatura final T f , sempre em condicoes de isolamento termico 
(paredes adiabaticas: Fig. 8.4), pela realizafao de trabalho mecanico, de muitas formas 
diferentes, como vimos (paletas acionadas pela queda de pesos, trabalho fornecido a um 
gerador de corrente eletrica, etc.). Trabalho realizado sobre um sistema termicamente isolado 
chama-se trabalho adiabatico. 

Suponhamos que o fluido contido no calorimetro e um gas, em lugar de agua. A Fig. 8.5 
ilustra outro metodo de realizar trabalho adiabatico sobre o sistema neste caso: variando o 
seu volume, atraves de uma compressao adiabatica. Sabemos que isto tambem aquece o gas 
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(quando bombeamos ar rapidamente para encher um 
pneu de bicicleta, o que constitui um processo aproxi- 
madamente adiabatico, ele se aquece). 

Como vimos (Secao 7.3), o estado de um fluido 
homogeneo em equillbrio termico flea inteiramente 
determinado por um par de variaveis, que podem ser 
a pressao P e o volume V (neste caso, a temperatura T 
flea determinada), mas tambem podem ser (P, 7J ou 
(V, I). Figura 8.5 — Trabalho adiabatico 

Nas experiencias de Joule, o volume Vde fluido 
era mantido constante, de modo que o estado do fluido ficava determinado pela sua 
temperatura T. Passar de % a 7} equivale, nestas condicoes, a passar de um estado iniciaJ i a 
um estado final f atraves da realizacao de trabalho adiabatico. Joule mostrou que, fazendo 
isso de varias maneiras diferentes, o trabalho adiabatico necessario para passar do mesmo 
estado initial i ao mesmo estado final f era sempre o mesmo, o que Ihe permitiu determinar o 
equivalente mecanico do numero de calorias associado a passagem 7, T f . 

No exemplo da Fig. 8.5, de um gas contido num recipiente termicamente isolado com 
uma parede move! (pistao), podemos representar graficamente num diagrama (P, V) a passa- 
gem de um estado inicial (P lV V ; ) a um estado final (P f , V f ) atraves de processos diferentes. 

Partindo do ponto inicial i de coordenadas (P„ 
Vj) (Fig. 8.6), podemos, por exemplo, comprimir 
adiabaticamente o gas ate o volume final V f (ponto a 
do grafico) e depots leva-lo ate o ponto final f de 
coordenadas (P f , V f ) fornecendo trabalho adiabatico 
a volume V f constante, atraves, por exemplo, de uma 
resistencia e um gerador de correrite eletrica, como 
nas experiencias de Joule. 

Alternativamente, podemos comecar a volume Vj 
constante, usando este processo para levar o sistema 
ao ponto 1} do grafico acima, e depois, por compressao Figura 8.6 — Caminhos diferentes 
adiabatica, leva-lo de b ate f. Ilustramos assim dois 

caminhos alternativos, (iaf) e (ibf), para levar o sistema, mantendo-o sempre termicamente 
isolado, de i ate f. 

Generalizando as experiencias de Joule, podemos dizer que o trabalho adiabatico total 
para passar de i a f seria o mesmo atraves de qualquer destes dois caminhos. Esta e uma 
forma de enunciar a 1? Jei da termodinamica: 

0 trabalho realizado para levar um sistema termicamente isolado de um dado estado inicial 
a um dado estado final e independente do caminho. 

Isto significa que o trabalho adiabatico para passar de i a f e o mesmo, quaisquer que 
sejam os estados intermediarios pelos quais o sistema passa, e qualquer que seja a forma de 
realizar esse trabalho. Logo, esse trabalho so pode depender dos estados inicial e final. 

Vimos na mecanica (1, Secao 7.3) que, quando o trabalho independia do caminho, como 
por exemplo num campo gravitacional, podiamos concluir a existencia de uma funcao energia 
potential do sistema mecanico, dependente apenas da configuracao desse sistema, cuja 
variacao entre as configuracoes inicial e final correspondia ao trabalho realizado. 

Analogamente, decorre do enunciado acima da 1? lei da termodinamica que existe uma 
funcao do estado de um sistema termodinamico, que chamaremos de sua energia interna U, 




Paredes adiabaticas 
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cuja variacao U f - Uj enire o estado initial i e o estado final f e igual ao trabalho adiabatico 
necessario para levar o sistema de i ate f. 

| AC = Of - U: = -Wj_ f (adiabatico) (8.5.1) 

0 sinal (-} results da seguinte convencao, que adotaremos sempre daqui por diante: 



CONVENE AO sobre W: 




W represents sen 


pre o trabalho realizado POR um sistema. 



Assim, a energia interna de um sistema aumenta, CA0 > 0) quando se realiza trabalho 
SOBRE esse sistema (W f < 0). 

Note-se que, como no caso da mecanica, somente sao definidas pela (8.5.1) as variacoes 
de energia interna, ficando indefinida a escolha do nivel zero. 

A (8.5.1) tambem e equivalents a 

| ALT = U f - Uj = +W f ^j (ajiabaiico) | {8.5.2} 

o que corresponde ao processo adiabatico inverso, em que se passa de f para i, e podemos 
igualmente bem definir a variacao de energia interna pela (8.5.2), em lugar da (8.5.1). Esta 
observapao esta longe de ser trivial, porque, conforme veremos mais tarde, os processos 
naturais geralmente nao sao reversiveis. Dos dois processos: i ^> f ou f-» i pode ser que so 
um seja exeqiiivel, e por isto e importante que ALT seja definido quer pela (8.5.1), quer pela 
(8.5.2). 

Dizer que a energia interna U de um sistema termodinamico e uma funfao de estado 
significa que L'deve ficar completamente defmida (a menos de uma constante aditiva arbitraria 
U 0 , ligada a escolha do nivel zero) quando especificamos o estado do sistema. Para um fluido 
homogeneo, por exemplo, um estado de equilibrio e especificado por qualquer par das variaveis 
(P, V, T). Logo, neste caso, podemos considerar Ucomo funcao de qualquer desses pares: 

\U = mP,V); U = mP,T); U{V,T)\ (8.5.3) 



Calor 

Em lugar de levar um sistema de um estado i a um estado f por um processo adiabatico, 
associado a realizacao de trabalho, podemos leva-lo do mesmo estado inicial ao mesmo estado 
final por processos nao-adiabaticos, ou seja, sem mante-lo em isolamento termico. Neste 
caso, o recipiente que encerra o sistema devera ter pelo menos uma parede diatermica, 
permitindo a passagem de calor (Secao 7.2). 

Assim, por exemplo, na experiencia de Joule, em 
lugar de aquecer a agua de T,- para T f fornecendo tra- 
balho mecanico, podemos faze-lo sem que qualquer 
trabalho mecanico esteja envolvido (Wj_, f = 0): basta 
que o sistema tenha uma parede diatermica, colocada 
sobre uma chama de um bico de Bunsen, por exemplo 
(Fig. 8.7). 

Analoqamente, em lugar de expandir ou compri- 

Figura 8.7 — Fornecrnienfo de calor . . ° . ~ ,„ „ r _. j„_„_f__a 

mir um gas adiabaticamente (Fig. 8.5), podemos laze- 

lo isotermicamente, ou seja, mantendo-o a temperatura constante, colocando-o em contato, 

atraves de uma parede diatermica, com um reservatorio termico (pg. 171) a temperatura T 



Parede 
diatermica 
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[Fig. 8.8). Neste caso, o moviraento do pistao na 
expansao ou compressao estara associado a um 
trabalho >■>'•_,/, mas ele nao sera mais igual ao que se 
teria no caso adiabatico. 

Como a energia interna do sistema e uma funcao 
de estado, e os estados i (inicial) e f (final) sao sempre 
os mesmos, a yariacao de energia interna cor- 
respondente, &U= U f - U- e sempre a mesma, mas a 
(8.5.1) deixa de valer quando o trabalho W,-_, f nao e adiabatico. A I s lei da termodinamica, que 
equivale ao printipio de conservagao da energia, identifica a contribuigao a ALT que nao e devida 
a trabalho fornecido ao sistema com uma nova forma de energia, o calor Q transferido ao 
sistema: 



ri 
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mm 
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Figura 8.8 — Expansao isotermka 



AU = U f -U l = Q-W:_ 



(8.5.4) 



Na (8.5.4), que e a definigao termodinamica de Q, o calor ja e medido em unidades de 
energia. 0 sinal de Q resulta da convencao que sera sempre adotada: 



CONVENCAO sofare Q: 

Q representa sempre o calor fornecido A um sistema. 



Assim, a energia interna de um sistema aumenta (AU > 0) quando lhe fornecemos calor 
(Q > 0) ou realizamos trabalho sobre ele tWj_, f < 0). As convencoes de sinal sobre Q e Wse 
originam historicamente da aplicacao da termodinamica as maquinas termicas, para as quais 
e conveniente contar positivamente o calor FORNECIDO A maquina e o trabalho RE ALIZADO 
POR ela. 

A (8.5.1) e um caso particular da (8.5.4): vemos que umprocesso e adiabatico se Q = 0. Isto 
ocorre quando o sistema e isolado termicamente, mas tambem pode ocorrer se o processo e 
realizado tao rapidamente que nao ha tempo para uma transferencia de calor apreciavel para 
dentro ou para fora do sistema. Ja vimos um exemplo em que isto acontece: as compressoes 
ou rarefacoes do ar numa onda sonora (pag. 128). 

A Fig. 8.7 iluslra um exemplo onde W,_, f = 0, e a variacao de energia interna se deve 
somente a transferencia de calor. A compressao ou expansao isotermica de um gas (Fig. 8.8) 
fornece um exemplo onde Q*0 e W,^ f *0 ao mesmo tempo. 

A (8.5.4) e a ibrmulacao geral da 1." lei da termodinamica. Podemos enuncia-la sucinta- 
mente dizendo: a energia se conserva quando levamos em conta o calor. Neste sentido, as 
forcas "nao-conservativas" ou "dissipativas" encontradas na mecanica (1, Secao 5.2), como a 
forca de atrito, tambem conservam a energia total, nela incluindo o calor. 

Vemos que o calor Q representa a energia transferida entre o sistema e sua vizinhanca 
atraves de uma parede diatermica, devido a diferengas de temperatura, descontando-se a even- 
tual transferencia de trabalho. 

Nao e obvio, a priori, que esta definicao termodinamica de Q coincida com a definicao 
calorimetrica de Q dada na Secao 8.2, onde Q e medido, tipicamente, pelo processo ilustrado 
na pg. 171: um corpo A e colocado em contato termico com um corpo B (massa de agua) 
dentro de um recipiente isolado adiabaticamente (calorimetro). Nestas condicoes, nenhum 
trabalho e realizado, de modo que a (8.5.4) da 



AU A =Q A , AU B =Q B 



(8.5.5) 
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Para o sistema total, como o calorimetro tem paredes adiabaticas (Q = 0) e W t ^ f = 0, vem 
AU = AU A + AU a = 0 1 Q B = -Q A (8.5.6) 

Logo, o calor cedido por ,4 e transferido para B (agua), ocasionando uma variacao de 
temperatura, que e a base da definicao calorimetrica. Vemos assim que as duas defmicoes 
coincidem. 

A subdivisao entre calor e trabalho depende do que decidimos incluir como fazendo 
parte do sistema ou de sua vizinhanca. Assim, se aquecemos agua por meio de uma resistencia 
eletrica, e fornecemos trabalho para alimentar o gerador de corrente, ha transferencia de 
trabalho quando o gerador e incluido no sistema, mas, se considerarmos somente a agua 
como o sistema, so ha transferencia de calor (devido a diferenca de temperatura entre a 
resistencia e a agua). 

8.6 — Processos reversiveis 

Consideremos um fluido (por exemplo, urn gas) em equilibrio termico, ocupando um 
recipiente cilindrico de area da base A e altura x (Fig. 
8.9), sobre o qual exerce uma pressao P; o volume do 
recipiente e V = Ax. A base superior e movel (pistao), 
e o gas exerce sobre ela uma forca F = PA, equilibrada 
por um peso equivalente, representado na Fig. 8.9 por 
um monte de areia colocado sobre o pistao. Supomos 
que o atrito entre o pistao e as paredes e desprezivel. 
Vamos imaginar que o gas sofre uma expansao 
Figure 8.9 — Expansao reverwel infinitesima, correspondente a um deslocamento 

infinitesimo dx do pistao: podemos concebe-lo como 
resultante da remocao de um so grao de areia do monte, 0 trabalho realizado pelo fluido 
nessa expansao e 

| d'W = Fdx = PAdx = PdV | (8.6.1) 

onde d V = Adx e a variacao de volume do fluido. A razao pela qual usamos a notacao d'W em 
lugar de dW e que, embora se trate de um trabalho infinitesimo, nao representa a diferencial 
exata de uma funcao W, conforme sera explicado mais adiante. 

Se repetirmos este procedimento, levando gradativamente a uma expansao finita, o 
processo se diz reversivel, desde que as seguintes condicoes estejam satisfeitas: 

(i) 0 processo se realiza muito lentamente, 

(ii) 0 atrito e desprezivel. 





Figura 8.10 — Expansao livre 



(i) Esta condicao e indispensavel para que o fluido 
passe por uma sucessao de estados de equilibrio ter- 
mico, em cada um dos quais P e Vsao bem definidos. 
Para ver por que isto e necessario, e interessante 
considerar um contra-exemplo: a expansao livre de 
um gas. Dois recipientes, um contendo gas e outro 
em que se fez vacuo, estao ligados por uma tubulacao 
em que ha uma valvula V, inicialmente fechada (Fig. 



8.10). Num dado instante, abre-se a valvula. 0 gas se expande rapidamente ate preencher os 
dois recipientes. Depois que voltou a atingir o equilibrio termico, tera havido uma variacao 
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de voiume e uma variacao de pressao, mas o trabalho extemo realizado pelo gas na expansao 
Kvre e nulo, de modo que a (8.6.1) nao pode ser aplicada. 

0 que acontece neste exemplo, logo apos a abertura da valvula, e que se produz um 
escoamento turbulento (Secdes. 2.1 e 2.7) do gas atraves da tubulacao. Para descrever o pro- 
cesso de expansao, seria preciso empregar variaveis hidrodinamicas {pressao, velocidade, 
densidade) que variariam rapidamente de ponto a ponto do gas, on seja, os estados 
intermediaries atravessados pelo sistema estao muito longe do equilibrio termodinamico, 
sendo impossivel descreve-los em termos das variaveis termodinamicas PeV. 

Idealmente, o processo de expansao deve ser "infmitamente lento": a cada instante, a 
diferenca entre o estado do sistema e um estado de equilibrio termodinamico deve ser 
infinitesima. Um tal processo se chama quase-estatico: podemos imaginar que se retira a 
areia grao a grao, aguardando cada vez um tempo suficiente (tempo de relaxacao) para que 
se restabeleca o equilibrio apos a expansao infinitesima. Na pratica, o tempo de relaxacao e 
bastante curto, e basta que a velocidade de expansao seja pequena, em confronto com a 
velocidade de restabelecimento do equilibrio. 

(ii) Se existe atrito entre o pistao e as paredes, a pressao externa P' durante a expansao tern 
de ser < P, a diferenca representando a forca necessaria para veneer o atrito. Logo, o trabalho 
extemo realizado sera P' dV<PdV, a diferenca representando o calor gerado pelo atrito. 

Um processo de expansao quase-estatico e sem atrito e reversi'vei, ou seja, pode ser 
invertido. Isto se faz passando pela sucessao de estados de equilibrio em sentido inverso: 
recolocamos a areia grao a grao. Como dV < 0, o trabalho realizado "pelo" gas PdV < 0 
representa na realidade o trabalho que realizamos sobre ele (-PdV> 0 ) para comprimi-lo. 

0 trabalho realizado por um fluido num processo reversivel em que o volume passa de V: 
a V,e 




Embora tenhamos considerado a pag. 178 um 
recipiente cilindrico, a (8.6.1) vale para um recipiente 
de forma qualquer. Com efeito, se um elemento de 
area dA da superficie do recipiente sofre um des- 
locamento para fora dn (na direcao da normal) no pro- 
cesso de expansao (Fig. 8.11), o trabalho realizado e 
PdA dn, e o trabalho total, obtido integrando sobre 
toda a superficie do recipiente IP e constante) e igual 
a PdV, onde dV e a variacao de volume do recipiente. 
Logo, a (8.6.1) permanece valida. 



(8.6.2) 




Figura 8.11 — Recipiente qualquer 



Representacao grafica 

Como um estado de equilibrio termodinamico de um fluido homogeneo fica definido por um 
par de variaveis, por exemplo, (P, V), podemos representa-lo por um ponto no piano P, V. Uma 
transformacao termodinamica reversivel faz o sistema passar por uma sucessao de estados de 
equilibrio, o que corresponde a descrever uma curva nesse piano. Essa curva chama-se o 
diagrama indicador da transformacao. Esta representafao foi introduzida por James Watt, o 
inventor da maquina a vapor. 



ISO 
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Figura 8.12 — Diagrama indicador 
processo reversivel e dado 



Como a temperature T fica definida pelo par (P, 
V), cada curva ou caminho para ir de um ponto i a um 
ponto f do piano define como varia a temperature ao 
longo do processo. Por exemplo, na Fig. 8.12, o 
caminho icf pode representar uma porcao de iso- 
terma, ao longo da qual T= constante. Os caminhos 
far e ibf sao compostos de porcoes de isdbaras, ao 
longo das quais P = constante (P = P f ou P = P f ), e de 
isocoras, ao longo das quais V= constante (V= V ( ou 
V=V { ). 

0 trabalho W t _, f realizado pelo sistema num 
!la (8.6.2), cuja interpretacao grafica e imediata: e a area 
compreendida entre a curva P = P( V) e o eixo dos V, entre Vj e V f . Como P = P(V, T), a curva fica 
definida por T= 7TV), ou seja, por um caminho entrei e f. Assim, na Fig. 8.12, a area sombreada 
representa W ; c s ou seja, o trabalho realizado ao longo do caminho icf. Evidentemente, o 
Irabalho realizado ao longo de outros caminhos, tais como iaf ou ibf, seria diferente. 

Logo, o trabalho W, _, f depende do caminho pelo qual se vai de i a f, ao contrario da 
variacao de energia interna, U, - U,, que nao depende do caminho, mas tao somente dos 
estados inicial e final. E por isto que nao existe uma funcao de estado W, que representaria o 
"trabalho contido num sistema" num dado estado, da mesma forma que U e a energia interna 
do sistema nesse estado. 

Esta e a razao pela qual adotamos a notacao d'Wem lugar de d W: nao existe uma funcao 
W da qual d'W seja a diferencial. Por isto, d'W e chamada de diferencial inexata. 

Assim, se nao especificamos a relacao entre y e x, ydx e uma diferencial inexata,^ e a 
integral de y entre x : e x f depende do caminho, ou seja, da curva y = y(x] escolhida para ligar 
Xj a x r . Por outro lado, x 2 dx = d (A3 + constante ) e uma diferencial exata. 
Como um dado caminho corresponde a um processo reversivel, temos 



W. 



-w. 



(8.6.3) 



ou seja, se percorrermos o caminho em sentido inverse o trabalho associado troca de sinal. 





Figura 8.13 — Cido 



Um caminho em que o sistema voita ao seu estado inicial chama-se um caminho fechado 
ou ciclo. Conforme ilustrado na Fig. 8.13, o trabalho realizado peio sistema num ciclo 
corresponde a area contida dentro da curva fechada. Com efeito, pela (8.6.3), usando as notacdes 
da Fig. 8.13, 

w=w, , ,,+w, , „ = w. , . r -w. , tt 



S.b - PROCESSOS REVERSIVEIS 181 



o que corresponde a area sombreada na figura da direita. Escrevemos 

W = jPdV (8.6.4) 

e vemos que W> 0 quando o ciclo e descrito no sentido horario; se o descrevermos no sentido 
anti-horario teremos W < 0. 



Calor num processo reversivel 

Como transferir calor a urn sistema de forma reversivel? A Fig. 8.14 ilustra de que forma isso 
pode ser feito. Partindo da temperatura inicial T: do sistema (representado na figura em contato 
termico com um reservatorio termico de temperatura T f ), transferimos o sistema para contato 
termico com outro reservatorio termico a temperatura Ij + dT, onde dT e infinitesimo, e 
aguardamos ate que se restabeleca o equilibrio termico. Dai o transferimos para novo 
reservatorio termico a temperatura T- + ZdT, e assim sucessivamente, elevando de dT a 
temperatura em cada estagio, ate que seja atingida a temperatura final T f , correspondente a 
transferencia de calor desejada. Como a temperatura de cada reservatorio termico nao e 
afetada pela troca de calor infinitesimal, o processo todo e reversivel, bastando para isso 
inverter a ordem das operacoes. 




Figura 8.14 — Transferencia reversivel de caior 

Em contraste com este procedimento, o aquecimento de uma panela de agua colocada 
sobre uma chama nao e, obviamente, um processo reversivel: e inutil esperar que a agua 
quente devolva o calor a chama e se resfrie! 

Consideremos agora a (8.5.4). Como W t _,p num processo reversivel, depende do caminho, 
e AU - U?- Uj nao depende, concluimos que Q tambem depende do caminho ou seja, nao 
existe uma funcao de estado Q, que representaria o "calor contido num sistema": o calor nao 
e uma substantia, ao contrario do que pretendia a teoria do calorico! 

Devemos portanto representar por d'Q (diferencial inexata) uma transferencia de calor 
infinitesimal. Se essa transferencia se da por um processo reversivel, produzindo uma variacao 
dT de temperatura num sistema de capacidade termica C, temos (8.2.1) 



d'Q = CdT 



(8.6.5) 



que podemos considerar como o analogo da (8.6.1). 

A formulacao infinitesimal da 1? lei da termodinamica (8.5.4) e portanto 

\dU = d'Q-d'w] (8.6.6) 

onde a diferencial exata dU e a diferenca das duas diferenciais inexatas d'Q e d'W, da mesma 
forma que, somando as diferenciais inexatas ydx e xdy, obtemos a diferencial exata 
ydx + xdy - d {xy + constante). 
Para uma transformacao reversivel aplicada a um fluido homogeneo, obtemos, subs- 
tituindo as (8.6.1) e (8.6.5) na (8.6.6), 
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dU = CdT-PdV 



(8.6.7) 



Da mesma forma que, na (8.6.2), P depende do caminho, podemos tambem escrever, 
para um processo reversivel onde a temperatura passa de T t a 7>, 



onde a capacidade termica C depende do caminho. Ja foi mencionado a pag. 170 que isto vale 
para o calor esperifico: o calor esperifico c P a pressao constante e geralmente diferente do 
calor esperifico c v a volume constante. 

Notemos, em conclusao, que a energia interna de um sistema num dado estado nao pode 
ser identificada nem com calor nem com trabalho: e impossivel dizer que proporcao dela 
representa "calor" e que proporcao "trabalho". Isto decorre diretamente do fato de que calor 
e trabalho nao sao funcoes de estado. Podemos produzir a mesma variacao de energia interna 
num sistema fornecendo-lhe calor e trabalho em proporcdes variaveis de forma arbitraria. 
Os termos calor e trabalho referem-se sempre a trocas ou fluxos de energia entre um sistema 
e sua vizinhanca. 

8,7 — Exemplos de processos 
(a) Ciclo 

Para um processo ciclico (Fig. 8.13), o sistema volta sempre exatamente ao seu estado inicial. 
Logo, AU = 0 e a V lei da 



ou seja, o trabalho produzido pelo sistema num ciclo reversivel e igual ao calor que lhe e 
fornecido. Este resultado se aplica em particular as maquinas termicas, que operam em ciclos 
sempre repetidos. 

(b) Processo isobarico 




(8.6.8) 



\W = Q 



(8.7.1) 




E, por definicao, um processo em que a pressao P 
permanece constante: por exemplo, processos que 
ocorrem a pressao atmosferica. Pela (8.6.2), o trabalho 
realizado num processo isobarico reversivel e (Fig 
8.15) 



Figura 8.15 — Processo isobarico 




(8.7.2) 



e a 1? lei flea 



|AU = U f Lf,=Q-P(V f -V,)"| (isobarico) 



(8.7.3) 



Exemplo: Na caldeira de uma maquina a vapor, a agua e primeiro aquecida ate a temperatura 
de ebulicao, e depois vai sendo vaporizada a pressao constante. 
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Podemos esquematizar o processo, para cada 
porcao de agua convertida em vapor, da forma 
indicada na Fig. 8.16. No estado inicial i, temos uma 
certa massa de agua em forma liquida, ocupando um 
volume Vj. A caldeira fornece um calor Q para 
vaporizar a agua a pressao constante P; idealizamos 
a caldeira como um reservatorio termico. 0 volume 
de vapor de agua produzido e V v . Geralmente, V* » 
V;, de modo que houve uma expansao isobarica do 
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fluido. Figura 8.16 — Expansao isobarica 

Para vaporizar 1 g de agua, e preciso fornecer-lhe uma quantidade de calor I chamada 
de calor latente de vaporizaqao. Para a agua a P = 1 atm e T= 100°C, tem-se I = 539 cal/g; na 
caldeira de uma maquina a vapor, em geral, a pressao e a temperatura sao bem mais elevadas. 

Se o sistema consiste em m gramas de agua, temos portanto, por definicao, 

Q = m£ (8.7.4) 
e o trabalho realizado na expansao isobarica e dado pela (8.7.2), com V, = V, e V f = V v . Logo, a 
(8.7.3) da 

\AU = mL-P{V v -V l )\ (8.7.5) 

Esta variacao de energia interna necessaria para levar o sistema do estado liquido ao de 
vapor pode ser interpretada, do ponto de vista microscopico, como a energia necessaria para 
romper as forcas de atracao entre as moleculas de agua no liquido. 



(c) Proresso adiabatico 

E um processo que ocorre sem que haja trocas de calor entre o sistema e sua vizinhanca, ou 
seja, 

|Q = 0 (8.7.6) 

Logo, a 1? lei volta a assumir a forma (8.5.1): 

\£iU = U f -U i =-W l _ >r | (adiabatico) (8.7.7) 

E importante notar que a (8.7.7) e aplica'vel quer o processo seja reversivel, quer nao seja: 
esta forma da 1? lei representa simplesmente a lei de conservacao da energia. Para um processo 
reversivel num fluido, a diferenca e que a (8.6.2) tambem pode ser aplicada; se o processo nao 
e reversivel, W, + , deixa de ser dado pela (8.6.2), mas a (8.7.7) permanece valida. 



Exemplos: (i) Na compressao adiabatica de um gas 
(Fig. 8.17), temos W j ^ f < 0, de modo que U f > U,. 
Geralmente isto implica que a temperatura aumenta: 
Tf> T„ ou seja, a compressao adiabatica aquece o gas. 
Reciprocamente, uma expansao adiabatica restria um 
gas, o que e utilizado na producao de baixas 
temperaturas. 




(ii) Qualquer processo realizado num calorimetro de Figura 8.17 — Compressao adiabatica 
paredes adiabaticas, como a experiencia de Joule 
ilustrada na Fig. 8.4, e adiabatico. 



1 84 Capitulo S - CALOR. PRIME! RA LEI DA TERMODINAMICA 



(iii) Conforme ja foi mencionado a pag. 177, qualquer processo suficientemente rapido para 
que nao haja tempo de transferir calor (a transmissao de calor por conducao e conveccao e 
relativamente lenta rmm meio isolante como um gas) pode ser tratado como adiabatico. 
Exemplos: a propagacao de ondas sonoras; o aquecimento do ar quando bombeamos um 
pneu de bicicleta; a expansao do vapor entre a caldeira e o condensador de uma maquina a 
vapor; a expansao da mistura de gases aquecidos num motor de automovel. 

(iv) A experiencia de Joule de expansao tivre: Joule realizou a experiencia da expansao livre, 
ilustrada na pag. 178, com o sistema todo imerso num calorimetro de agua com paredes 
adiabaticas. Como vimos a pag. 179, tem-se W, _, f = 0 neste caso (o volume do sistema total 
nao se altera, de modo que nao ha trabalho extemo realizado). Logo, a (8.7.7) da 

| AU = 0 (8.7.8) 

ou seja, a energia do gas nao varia neste processo adiabatico irreversivel. 

Note que, neste exemplo, embora os estados inicial e final sejam de equilibrio termo- 
dinamico, podendo pois ser representados por pontos i e f num grafico (P, V), por exemplo 
(Fig. 8.12), os estados intermediaries da expansao nao sao esiados de equilibrio termodinamico 
(pag. 179), e nao podem pois ser representados nesse grafico. 



PROBLEMAS DO CAPITULO 8 

1. Verifique se a estimativa de Joule para a variacao de temperatura da agua entre o sope e 
o topo das cataratas de Niagara (pag. 169) era correta, calculando a maxima diferenca de 
temperatura possivel devida a queda da agua. A altura de queda e de 50 m. 

2. A capacidade termica molar (a volume constante) de um solido a baixas temperaturas, 
T « T D , onde T D e a temperatura de Debye (pag. 171), e dada por: C v = 464 (T/T D ) 3 cal/ 
mol.K. Para o NaCl, T n = 281 K. (a) Calcule a capacidade termica molar media C v do NaCl 
entre T, = 10 K e T f = 20 K. (b) Calcule a quantidade de calor necessaria para elevar a 
temperatura de 1 kg de NaCl de 10 K para 20 K. 

3. Um bloco de gelo de 1 tonelada, destacado de uma geleira, desliza por uma encosta de 
10° de inclinacao com velocidade constante de 0,1 m/s. O calor latente de fusao do gelo 
(quanlidade de calor necessaria para liquefacao por unidade de massa) e de 80 cal/g. 
Calcule a quantidade de gelo que se derrete por minuto em conseqiiencia do atrito. 

4. A constante solar, quantidade de energia solar que chega a Terra por unidade de tempo 
e area, acima da atmosfera e para um elemento de area perpendicular a direcao dos 
raios solares, e de 1,36 kW/m 2 . Para um elemento de area cuja normal faz um angulo 6 
com a direcao dos raios solares, o fluxo de energia varia com cos ft (a) Calcule a quantidade 
total de energia solar que chega a Terra por dia. Sugestao: Para um elemento de superfine 
dS, leve em conta a interpretacao de dS cos ft como projecao sobre um piano (Capitulo 1, 
problema 8). (b) Sabe-se que = 23% da energia solar incidente sobre a agua vao produzir 
evaporac ao. O calor latente de vaporizacao da agua a temperatura ambiente (quantidade 
de calor necessaria para vaporiza-la por unidade de massa) e = 590 cal / g. Sabendo que 
= 71 % da superfine da Terra sao cobertos por oceanos, calcule a profundidade da camada 
de agua dos oceanos que seria evaporada por dia pela energia solar que chega a Terra. 
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5. Urn calorimetro de aluminio de 250 g contem 0,5 1 de agua a 20°C, inicialmente em 
equilibrio. Coloca-se dentro do calorimetro urn bloco de gelo de 100 g. Calcule a tempe- 
ratura final do sistema. 0 calor especifico do aluminio e 0,21 cal/g°C e o calor latente de 
fusao do gelo e de 80 cal/g (durante o processo de fusao, o gelo permanece a 0°C). 

6. Um calorimetro de latao de 200 g contem 250 g de agua a 30°C, inicialmente em equilibrio. 
Quando 150 g de alcool etflico a 15°C sao despejadas dentro do calorimetro, a temperatura 
de equilibrio atingida e de 26,3°C. O calor espedfico do latao e 0,09 cal/g. Calcule o calor 
especifico do alcool etflico. 

7. Um calorimetro de capacidade termica igual a 50 cal/g contem uma mistura de 100 g de 
agua e 100 g de gelo, em equilibrio termico. Mergulha-se nele um aquecedor eletrico de 
capacidade termica desprezivel, pelo qual se faz passar uma corrente, com potencia P 
constante. Apos 5 minutos, o calorimetro contem agua a 39,7°C. O calor latente de fusao 
e 80 cal/g. Qual e a potencia (em W) do aquecedor? 

8. O calor especifico de um fluido pode ser medido 
com o auxliio de um calorimetro de fluxo (Fig. 
P.l). O fluido atravessa o calorimetro num escoa- 
mento estacionario, com vazao de massa V m 
(massa por unidade de tempo) constante. Pene- 
trando a temperatura T f , o fluido passa por um 
aquecedor eletrico de potencia P constante e 
emerge com temperatura 7> (fig.), em regime Figura R1 

estacionario. Numa experiencia com benzeno, tem-se V m = 5 g/s, P = 200 W, f t = 15°C e T, 
= 38,3°C. Determine o calor especifico do benzeno. 

9. Num dos experimentos originais de Joule (pag. 174), o trabalho era produzido pela queda 
de uma massa de 26,3 kg de uma altura de 1,60 m, repetida 20 vezes. O equivalente em 
agua da massa da agua e do calorimetro que a continha era de 6,32 kg e a variacao de 
temperatura medida foi de 0,313 o C. Que valor para o equivalente mecanico da caloria 
resulta destes dados experimentais? 

10. A uma temperatura ambiente de 27°C, uma bala de chumbo de 10 g, com uma velocidade 
de 300 m/s, penetra num pendulo balistico de massa igual a 200 g e fica retida nele. Se a 
energia cinetica dissipada pela -bala fosse totalmente gasta em aquece-la, daria para 
derreter uma parte dela? Em caso afirmativo, quantas gramas? O calor especifico do 
chumbo e 0,031 cal/g°C, sua temperatura de fusao e de 327°C e o calor latente de fusao e 
5,85 cal/g. 

11. Uma barra de seccao transversal constante de 1 cm 2 de area tern 15 cm de comprimento, 
dos quais 5cm de aluminio e 10cm de cobre. A extremidade de aluminio esta em contato 
com um reservatorio termico a 100°C, e a de cobre com outro, a 0°C. A condutividade 
termica do aluminio e 0,48 cal/s.cm.°C e a do cobre e 0,92 cal/s.cm.°C. (a) Qual e a 
temperatura da barra na juncao entre o aluminio e o cobre? (b) Se o reservatorio termico 
a 0-C e uma mistura de agua com gelo fundente, qual e a massa de gelo que se derrete 
por hora? O calor latente de fusao do gelo e 80 cal/g. 

12. Uma barra metalica retilinea de seccao homogenea e formada de tres segmentos de 
materials diferentes, de comprimentos I,, J 2 e i 3 , e condutividades termicas k v k 2 e fcj, 
respectivamente. Qual e a condutividade termica k da barra como um todo (ou seja, de 
uma barra equivalente de um unico material e comprimento l a + 1 2 + 1 3 )? 
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13. Duas esferas metalicas concenfricas, de raios r, 
e r, > r,, sao mantidas respectivamente as tern- 
peraturas 7", e T,, e estao separadas por uma 
camada de material homogeneo de condu- 
tividade termica k (Fig. P.2). Calcule a taxa de 
transmissao de calor por unidade de tempo 
atraves dessa camada. Suggstao: Considere uma 
superficie esferica concentrica intermediaria de 
raio r frj < r < rj e escreva a lei de conducao do 
calor atraves dessa superficie. Integre depois em 
relacao a r, de r = r, ate r = r 2 . 

14. Generalize o resultado de Problema 13 ao caso da conducao do calor atraves de uma 
camada de material de condutividade termica k entre dois cilindros concentricos de raios 
p, e p 2 > p ( e de comprimento I » p 2 , de modo que se possam desprezar efeitos das 
extremidades. (a) Calcule a taxa de transmissao de calor por unidade de tempo atraves 
da camada. (b) Aplique o resultado a uma garrafa termica cilindrica, com p, = 5 cm, 
p, = 5,5 cm e i = 20cm. com uma camada de ar entre as paredes interna e externa. A 
condutividade termica do ar e de 5,7 x 1(T 5 cal/s.cm.°C. A garrafa contem cafe inicialmente 
a 100°C e a temperatura externa e de 25°C. Quanto tempo demora para que o cafe esfrie 
ate a temperatura ambiente? 

15. Uma chaleira de aluminio contendo agua em ebulicao, a 100°C, esta sobre uma chama. 0 
raio do fundo da chaleira e de 7,5 cm e sua espessura e de 2 mm. A condutividade termica 
do aluminio e 0,49 cal/s.cm.°C. A chaleira vaporiza 1 1 de agua em 5 min. 0 calor de 
vaporizacao da agua a 100°C e de 540 cal/g. A que temperatura esta o fundo da chaleira? 
Despreze as perdas pelas superficies laterais. 

16. Num pais frio, a temperatura sobre a superficie de urn lago caiu a -10°C e comeca a 
formar-se uma camada de gelo sobre o lago. A agua sob o gelo permanece a 0°C: o gelo 
flutua sobre ela e a camada de espessura crescente em formacao serve como isolante 
termico, levando ao crescimento gradual de novas camadas de cima para baixo. (a) 
Exprima a espessura I da camada de gelo formada, decorrido urn tempo t do initio do 
processo de congelamento, como funcao da condutividade termica k do gelo, da sua 
densidade p e calor latente de fusao I, bem como da diferenca de temperatura AT entre a 
agua e a atmosfera acima do lago. SugestSo: Considere a agregacao de uma camada de 
espessura dx a camada ja existente, de espessura x, e integre em relacao a x. (b) No 
exemplo acima, calcule a espessura da camada de gelo 1 h apos iniciar-se o congelamento, 
sabendo que k = 4 x 10~ 3 cal/s.cm.°C, p = 0,92 g/cm 3 e L = 80 cal/g. 

17. A pressao atmosferica, a vaporizacao completa de 1 1 de agua a 100°C gera 1,671 m 3 de 
vapor de agua. O calor latente de vaporizacao da agua a esta temperatura e 539,6 cal/g. 
(a) Quanto trabalho e realizado pela expansao do vapor no processo de vaporizacao de 1 
1 de agua? (b) Qual e a variacao de energia interna do sistema nesse processo? 

18. Urn fluido homogeneo pode passar de urn estado inicial i a um estado final f no piano 
(P, V) atraves de dois caminhos diferentes, representados por iaf e ibf no diagrama 
indicador (Fig. P.3). A diferenca de energia interna entre os estados inicial e final e U ; - V, 
= 50 J. O trabalho realizado pelo sistema na passagem de i para b e de 100 J. O trabalho 
realizado pelo sistema quando descreve o ciclo (iafbfj e de 200 J. A partir destes dados, 
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determine, em magnitude e sinal: (a) a quantidade 
de calor Q mf) , associada ao caminho ibf; (b) o 
trabalho W ; _, f ; (c) a quantidade de calor Q m 
associada ao caminho /af; (dj Se o sistema re- 
gressa do estado final ao estado inicial seguindo 
a diagonal fti do retangulo (Fig J, o trabalho W m 
e a quantidade ae.calor Q (fol associados a esse 
caminho. 



p 


a r 




c 


b 


i 




0 





Figura P.3 



19. 0 diagrama indicador da Fig. P.4, onde a pressao 
e medida em bar e o volume em 1, esta associado 
com urn ciclo descrito por um fluido homogeneo. 
Sejam W, Q e AD respectivamente o trabalho,, 
quantidade de calor e variacao de energia interna 
do sistema associados com cada etapa do ciclo e 
com o ciclo completo, cujos valores (em J] devem 
ser preenchidos na tabela abaixo. 




Figura PA 



Etapa 


W(J) 


Q(J) 


ALf (J) 


ab 




800 




be 








ca 






-100 


Ciclo (abca) 









Complete a tabela, preenchendo todas as lacunas. 
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PROPR1EDADES 
DOS GASES 



9.1 — Equacao de estado dos gases ideais 

As substantias que tern o comportamento termodinamico mais simples sao os gases. Ja vimos 
que, nao so para um gas, mas para qualquer fluido homogeneo, um estado de equilfbrio 
termodinamico fica inteiramente caracterizado por qualquer par das tres variaveis (P, V, T). 
Isto significa que a terceira e uma funcao das outras duas, ou seja, que existe uma relacao 
funcional do tipo 



que se chama a equacao de estado do fluido. 

A equacao de estado assume uma forma especialmente simples para um gas ideal (tambem 
chamado de gas perfeito). Conforme o proprio nome esta dizendo, trata-se de uma idealizacao 
de um gas real, no limite de rarefacao extrema. Quanto mais distante a temperatura do gas 
em relacao a seu ponto de liquefacao e quanto menor a pressao, mais ele se aproxima do 
comportamento de um gas ideal. Na pratica, trata-se de uma excelente aproximacao na maioria 
dos casos. 

(a) A lei de Boyle 

Ja vimos (Secao 15) que a experiencia de Torricelli (1643) evidenciou e levou a interpretacao 
correta da pressao atmosferica, cuja variacao com a altitude foi investigadapor Pascal (1648). 

Em 1662, o fisico ingles Robert Boyle publicou um livro intitulado "A Mola do Ar", con- 
tendo uma nova lei relativa a elasticidade do ar, ou seja, relacionando sua pressao com seu 
volume. 



f[P,V,T) = 0\ 



(9.1.1) 




A experiencia realizada por Boyle para obter a 
sua lei esta ilustrada na Fig. 9.1. Foi usado um tubo 
manometrico em U, aberto numa extremidade a 
pressao atmosferica P 0 e fechado na outra, onde a 
coluna de mercurio aprisiona um volume Vde ar (lido 
diretamente na escala graduada do tubo). A pressao 
P exercida sobre o volume V e 




Figura 9.1 — Experimento de Boyle 



onde ft e o desnivel entre os dois ramos do tubo (Fig.) 
e p a densidade do mercurio. 



9.1 - EQUACAO DE ESTADO DOS GASES 1DEAIS 1 89 



A experiencia era realizada a uma temperatura T constante (temperatura ambiente), com 
uma quantidade fixa de gas (ar) aprisionado. A pressao P podia ser variada, despejando mais 
merciirio no ramo aberto. 0 resultado foi que, nessas condicoes, o volume Vera inversamente 
proporcional a P; 



V = k/P[PV = k= constante] (9.1.3) 



Esta e a Lei de Boyle: 

0 volume de uma dada quantidade de gas, a temperatura constante, 
varia inversamente com a pressao. 



A constante k, na (9.1.3), depende da temperatura e da quantidade de gas. No piano (P, V] 
a (9,1.3), que representa uma isoterma, e a equacao de uma hiperbole. 

A lei de Boyle foi redescoberta independentemente por Mariotte em 1676. 



(b) A lei de Charles 

0 passo seguinte e investigar como V ou P variam com T, quando a outra variavel e mantida 
constante. Estudar a dependencia de V com a temperatura, a pressao constante, equivale a 
estudar o coefi'cienfe de dilatacao volumetrica /3do gas [cf. (7.5.5)]. 

Seja V e o volume do gas a temperatura 8 na escala Celsius e V 0 o volume correspondente 
a 0°C, ambos a pressao de 1 atm. Temos entao, pela definicao de /J, 

^ = (P-latm) (9.1.4) 

Em 1787, o fisico trances Jacques Charles observou que todos os gases tern 
aproximadamente o mesmo coeSciente de dilatacao volumetrica, j3= 1 /273. Isto foi verificado 
experimentalmente com maior precisao em 1802, por Joseph Louis Gay-Lussac. 0 valor 
atualmente aceito e 

(9.1.5) 



273,15 



Logo, substituindo na (9.1.4), 

V e = y 0 (l + g9) = -|L- (e + 273,15), c 

=Ipela (7.4.6) 

ou seja, com r 0 = 273.15 K (~ 0°C), 



(P = P 0 = constante) 



(9.1.6) 



que e a lei de Charles: a pressao constante, o volume dc um gas 6 dirctamente proporcional a 
temperatura absoluta. 

Esta lei e tanto melhor verificada quanto mais baixa a pressao P 0 ; no limite P 0 -> 0, pode 
ser usada para definir a escala termometrica de gas ideal, usando um termometro de gas a 
pressao constante. 
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Anaiogamente, ja vimos, ao estudar o termometro de gas a volume constante, que 

(9.1.7) 



gen 

HT 0 )~ 



[V = V 0 = constante) 



no limite em que P 0 -> 0, o que corresponde a (7.4.7) (na qual tomamos o ponto triplo da agua, 
e = 0,01°C, em lugar de 0°C). 



(c) A lei dos gases perfeitos 

Podemos obter a equacao de estado de urn gas ideal combinando a lei de Boyle com a lei de 
Charles. Para isto, vejamos como se pode passar de um estado (P 0 , V 0 , T 0 ) a (P, V, T). 

A Fig. 9.2 mostra as isotermas (hiperboles) asso- 
ciadas a lei de Boyle (9.1.3) no piano (P, V), para uma 
dada massa de gas. Queremos passar do ponto 0 ao 
ponto a do piano. 

Para isto, podemos passar primeiro do ponto 0 
ao ponto 1 (Fig.), a pressao P 0 constante, e depois de 
1 ate a, a temperature T constante. 

A passagem de 0 (P„, V„, T 0 ) a 1 (P 0 , V,, T) se 
obtem pela lei de Charles (9.1.6): 







a 










^ T 



















(com P = P 0 ) 



0 V, V V, 

Yi = L 

Figura 9.2 y 0 ' Tq 

A passagem de 1(P 0 , V v T) ate a (P, V, T) se obtem pela lei de Boyle (9.1.3) 

P 0 V 1 = ?V (T= constante) 
Substituindo V, na (9.1.9) pelo seu valor tirado da (9.1.8), obtemos 



PV 
T : 



PoV„ 



= constante 



(9.1.8) 



(9.1.9) 



(9.1.10) 



que e o resultado desejado. 

A constante na (9.1.10) depende apcnas da natureza do gas e de sua quantidade. Para 
obter a forma dessa dependencia, vamos antecipar um resultado que decorre da lei de 
Avogadro (1811), que sera discutida mais detalhadamente no Capitulo 11. 

Chama-se 1 moJ de uma substantia pura uma massa dessa substantia, em gramas, igual 
a sua massa molecular. Assim, por exemplo, 

lmolH 2 = 2g; lmol0 2 = 32 g; lmolH 2 0 = 18g 

As condicoes NTP (normais de temperatura e pressao) correspondem a T= T 0 = 273.15 K 
e P = P 0 = 1 atm. A lei de Avogadro leva ao seguinte resultado: 

Um mul de qualquer gas, nas condigdes NTP, ocupa sempre o mesmo volume, a saber, 
V 0 = 22,415 1. 

Segue-se que, se aplicarmos a (9.1.10) a 1 moJ de gas, o resultado sera sempre o mesmo 
para qualquer gas, ou seja, sera uma constante universal R, que se chama a constante univer- 
sal dos gases: 
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„„„, 1,013x10° --x0,0224 m 3 
1 atm x 22, 41 m 2 



273 K 



2,73x10* K 



o que da 



R = 8,314—^ = 1,986- C3 ' 



mol K 



Levando na (9.1.10), vem, para 1 mol de gas, 

V=RT/P (Imol) 



(9.1.11) 
(9.1.12) 



Como o volume e proporcional a quantidade de gas, uma massa de n moles, nas mesmas 
condicoes, ocupa urn volume n vezes maior, o que da, finalmente, 



|[ PV = nRT |[ (n moles) 



(9.1.13) 

Esta e a equacao de esfado dos gases ideais, tambem conhecida como lei dos gases 
perfeitos. 

Embora nenhum gas real obedeca exatamente a esta equacao de estado, ela e uma boa 
aproximacao para a maioria dos gases, tanto melhor quanto mais rarefeito o gas e mais longe 
estiver de seu ponto de liquefacao. Como os pontos de liquefacao a pressao normal (1 atm) do 
hidrogenio (-253°C) e do helio (-269°C) sao especialmente baixos, esses gases teriam o 
comportamento mais proximo de urn gas ideal, por exemplo num termometro de gas a vo- 
lume constante. 



Exemplo: Qual e a densidade do oxigenio a temperatura 8 = 27°C e a pressao P = 2 arm? 

Sabemos que, nas condicoes NTP, 1 mol de 0 2 = 32g ocupa 22,4 1, de modo que a densidade 
nessas condicoes e 



A) » 



3,2 xlQ- 2 kg 



■1,43 kg/m 3 



2,24xl0- 2 m 3 

com P 0 = 1 atm, T 0 = 273K. Pela (9.1.13), para uma massa dada In too), a densidade p e 
proporcional a VV, ou seja, a PIT. Logo, e preciso multiplicar p 0 por (fl = 27°C = T = 300 K) 



P_ 7i 
P 0 T 



2 atm 273 K 
' 1 atm ' 300 K 



= 1,82 



o que da p= 2,6 kg/m 3 . 



(d) Trabalho na expansao isotermica de um gas ideal 

Como aplicacao da equacao de estado de um gas ideal, vamos calcular o trabalho W} ^ f 
realizado na expansao isotermica reversivel de um gas ideal, de um volume V* f ate V t . 
Pela (8.6), temos 



= JPdV 

_V| 



(9.1.14) 
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Figura 9.3 — Expansao isotermka 
onde In e o logaritmo neperiano. Finalmente, 



onde o caminho de integracao e ao longo de uma 
isoterma (Fig. 9.3). Pela equacao de estado (9.113), 

p = EEL (7 = constante) 
de modo que a (9.114) flea 

v, 

dV 



W hf = nHT)n 



(isotermico) 



(9.1.15) 



Para V f > V, (expansao), $W ( _f>0: para V,< V, (compressao), temos Wj_ r < 0, como 
deveria ser. 



9.2 — Energia interna de um gas ideal 

(a) A experiencia de Joule 

Um dos metodos empregados por Joule, para medir o equivalente mecanico da caloria, 
consistia em aqucccr o calorimetro pela compressao de um gas, contido num recipiente imerso 
na agua do calorimetro. 0 trabalho realizado sobre o gas podia ser facilmente determinado, 
e daria o calor fornecido ao calorimetro, desde que se convertesse inteiramente em calor, 
sem alterar a energia interna do gas. A fim de verificar se esta hipotese era correta, Joule 
procurou investigar se a energia interna de um gas varia com seu volume. 

Para este fim, Joule realizou a experiencia de expansao livre (pags. 178, 184) mergulhando 
os dois recipientes (Fig. 8.10), um evacuado e o outro contendo ar a ~ 20 atm, num calorimetro 
pequeno, contendo o minimo possivel de agua e termicamente isolado. Apos medir a 
temperatura inicial T s da agua. Joule abriu a valvula, produzindo a expansao livre, e tornou a 
medir a temperatura final T t da agua apos este processo. Nenhuma variacao de temperatura 
foi detectada, ou seja, 

| AT = T f - T, = O] (Joule) (9.2.1) 

A razao para ter tornado um calorimetro pequeno foi para reduzir sua capacidade termica, 
tornando-o mais sensivel a pequenas variacSes de temperatura. 

Vejamos que conclusao o resultado de Joule (9.2.1) permite tirar sobre a variagao da 
energia interna de um gas com seu volume. Como vimos na (8.5.3), a energia interna L/pode 
ser considerada como funcao de qualquer par de variaveis independentes, em particular V e 
T: U = U (V, T). Como se calcula uma pequena variacao AU de uma tal funcao de duas variaveis, 
associada com variacoes AV e AT das variaveis independentes? 

Para uma funcao de uma so variavel, Z = f (x), sabemos que AZ = ( J)ax, (diferencial). 

Para uma funcao de duas variaveis independentes, Z = f (x, y), temos 
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onde por exemplo, indica a derivada parcial (1, Secao 7.4) de fern relacao a x: o indicey 

serve para lembrar que Z e considerado como funcao de it fry, e que y e mantido constante. 
Por exemplo, se Z = x 2 y 3 e x varia de 1 a 1,01 e y de 2 a 2,02, temos 

AZ = (l,01) 2 .(2,02) 3 -2 3 =8, 40-8 = 0, 40; [~j = 2xy 3 e = 3x 2 y 2 

o que da, comx= 1, y = 2, 

Ax = 0,01, Ay = 0,02, (j^j Ax+ f^j Ay = 2x1x8x0,01+3x1x4x0,02= 

= 0.16 + 0,24 = 0, 40 = AZ 
o que ilustra a (9.2.2). 

Aplicando a (9.2.2) a U[V, T), vem 

Para a experiencia de Joule de expansao livre, vimos na (8.7.8) que AL/ = 0. Admitindo o 
resultado experimental (9.2.1), vem entao 

Como AV = V f - V, * 0 na expansao livre, concluimos que 



= 0 

i 



(9.2.4) 



ou seja, a energia interna do gas nao depende do volume. 

Como consideramos l/como funcao de Ve T, e resulta ser independente de V, a conclusao 
final e que 



\V = Um\ (9.2.5) 



ou seja, a energia interna do gas so depende de sua temperatura. 

Na realidade, apesar das precaucoes tomadas por Joule, a capacidade termica da agua e 
do calorimetro ainda eram ~10 3 vezes maiores que a do ar contido nos recipientes, de modo 
que uma variacao de 1°C da temperatura do ar so teria produzido uma variacao -10" 3 °C na 
temperatura da agua do calorimetro, que nao teria sido detectada pelo termometro. Sabemos 
hoje que, nas condicdes em que a experiencia foi realizada, o ar deve ter sofrido uma variacao 
ATde varios graus. Para qualquer gas real, AT* 0, mas se torna cada vez menor a medida que 
o gas vai se rarefazendo. Por conseguinte, podemos considerar validas as (9.2.1) e (9.2.5) no 
caso limite de um gas ideal. 
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(b) A experiencia de Joule-Thomson 

Para eliminar a dificuldade de detectar uma variacao de temperatura na experiencia de Joule, 
Joule e William Thomson (Lord Kelvin) realizaram a experiencia do tampao poroso, em que a 
expansao livre e substituida por uma expansao atraves de uma parede porosa (tampao), que 
reduz a pressao do gas. 0 gas se expande num recipiente de paredes adiabaticas, atraves de 
um tampao que pode ser constitujdo, por exemplo, de la de vidro. 

Na pratica, e mantido um fluxo estacionario de 
gas atraves do tampao (Fig. 9.4), por bombeamento; 
a pressao cai de ?,■ para P f ao atravessar o tampao. 
Neste regime estacionario, nao ha fluxo de calor do 
gas para as paredes, cuja distribuicao de temperatura 
permanece constante, de modo que mesmo uma 
pequena variacao de temperatura do gas devido a 
expansao pode ser detectada. 
Para aplicar a V lei da termodinamica a uma dada massa de gas que atravessa o tampao, 
podemos imaginar que esta massa esta contida inicialmente entre o tampao e um pistao 
adiabatico A sobre o qual se exerce uma pressao P,-, ocupando um volume inicial V, (Fig. 9.5). 
A direita do tampao, existe outro pistao adiabatico B, sobre o qual se exerce uma pressao P f . 
Deslocando para a direita o pistao A, o gas passa atraves do tampao e desloca para a direita 
o tampao B, ate que, no estado final f, toda a massa atravessou o tampao, ocupando um 
volume final V, (Fig. 9.5). 




Figura 9.4 



poroso 




Figura 9.5 — Experiencia de Joule-Thomson 



Como o gas a esquerda passa isobaricamente, a pressao P f , do volume V t ao volume 0, o 
trabalho por ele realizado nessa compressao isobarica e, pela (8.7.2), P, (0 - VJ = - P; Vj. Analo- 
gamente, o gas a direita sofro uma expansao isobarica, a pressao P f , do volume 0 ao volume 
V f , realizando um trabalho P f (V f -0) = P f V f . 0 trabalho total realizado pelo gas eportanto 



WW = P f V f -P,V, 
Como todas as paredes sao adiabaticas, temos 

Q = 0 

Substituindo as (9.2.6) e (9.2.7) na la lei da Termodinamica (8.5.4), obtemos 



| AU = U f -U~ 



:P,V,-P,V r 



(9.2.6) 
(9.2.7) 
(9.2.8) 



Joule e Kelvin mediram as temperaturas T,- (a esquerda do tampao), e T f (a direita). Para o 
ar a 20°C, passando de P ( = 2 atm a P f = 1 atm, acha-se AT = T r - T f = - 0,26°C . Para o hidrogenio, 
AT e extremamente pequeno. Extrapolando ao caso limite de um gas ideal, concluimos que, 
para um gas ideal, 
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! AT" = T r - - r, = 0 j (Joule -Thomson) (9.2.9) 

com precisao experimental muito superior a da (9.2.1). 

Como Tj = T f para um gas ideal, o ultimo membro da (9.2.8) se anula neste caso, pela lei de 
Boyle. Logo, 

\U = 0 (gas ideal) (9.2.10) 
e. sendo dV = V>- V} = 0, somos levados novamente a (9.2.4), da qual decorre a (9.2.5): 



U = U(T) (gas ideal) 



(9.2.11) 

Logo, a energia interna de um gas ideal depende somente da sua temperatura. 
Um gas idea! e caracterizado termodinamicamente por duas condicoes: a (9.2.11) e a 
equacao de estado (9.1.13). Gases reais a pressoes < 2 atm podem ser tratados como gases 
ideais; o erro nos resultados obtidos e tipicamente de alguns por cento apenas. 

(c) Entalpia 

Decorre imediatamente da (9.2.8) a seguinte propriedade: 



\H=U l + PV i = U r + PV f | (9.2.12) 

ou seja, a grandeza 



\H = U + PV\ (9.2.13) 
assume o mesmo valor nos estados inicial e final. 

Como U, PeV sao funcdes de estado, H e tambem uma funcao de estado, que se chama 
a entalpia do sistema. A (9.2.12) mostra que a entalpia de um gas nao se altera quando ele e 
submetido a um processo de Joule-Thomson (expansao atraves de um tampao poroso). 

Diferenciando a (9.2.13), vem 

dH = dU + PdV + VdP 
Pelas (8.6.5) e (8.6.7), isto equivale a 



I dH = d'Q + VdP \ (9.2.14) 

que da a variacao de entalpia mum processo infinitesimal reversivel. Em particular, num processo 
isobarico, eP = constante, .-. dP = 0, o que da 



| dH = d'Q I (processo isobarico reversivel) (9.2.15) 

o que significa que, num processo isobarico reversivel, a variacao H t - H t de entalpia e igual ao 
calor Q transferido. Como processos isobaricos sao comuns (por exemplo, a pressao 
atmosferica), a entalpia desempenha um papel importante, especiaimente em quimica e 
engenharia. 

0 mesmo raciocmio que levou a conservacao da entalpia no fluxo estacionario de um 
gas atraves de um tampao poroso', na ausencia de um fluxo de calor, se generaliza ao fluxo 
estacionario de um fluido de densidade p = M/V (M = massa). Para a unidade de massa do 
fluido, temos V= 1/p, e a entalpia e u + Pip, onde u e a energia interna por unidade de massa. 
Se o fluido se desloca no campo gravitacional, e preciso acrescentar ainda as energias cinetica 

(|v 2 e potencial (gz) por unidade de massa. 0 resultado e que a grandeza 
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h = UT - + iv 2 +gz (9.2.16) 
P 2 

se conserva, ao longo de urn filete de corrente, o que e uma generalizagao da equacao de 
Bernoulli (2.4.6). No caso particular de um fluido incompresslvel, a energia interna u e constante 
e recalmos na (2.4.6). 

9.3 — Caparidades termicas molares de um gas ideal 

Se aplicarmos a (8.6.5) a 1 mol de uma substantia, 

d'Q = CdT (9.3.1) 
C representa a capacidade termica molar {pig. 170). Como vimos na Secao 8.6, C depende do 
caminho pelo qual se efetua a transferencia de calor d'Q. Se ele e transferido a pressao 
constante, 

d'Q P = C P dT ~ j CP- constante) • (9.3.2) 

C p e a capacidade termica molar a pressao constante; se a transferencia se efetua a volume 
constante, 

\d'Q v =C v df] (V= constante) (9.3.3) 

C v e a capacidade termica molar a volume constante. Como acontece com os calores especificos 
correspondentes (pag. 169), C p e C v chamam-se as capacidades termicas molares principals. 

A Fig. 9.6 (a) e (b) ilustra a diferenca entre os processos (9.3.2) e (9.3.3). Em ambos os 
casos, o recipiente contendo o gas, inicialmente em equilfbrio com um reservalorio Usuries a 
temperatura T, e levado a ter contato termico com outro reservatorio a temperatura T + dT, 
que lhe transfere reversivelmente uma quantidade de calor d'Q. 
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Figura 9.6 — Processo isocorico la) e isobarico (b) 



Em (a), o processo e isocorico, ou seja, o volume Ve mantido constante (o pistao indicado 
na Fig. esta preso por dois parafusos), e o calor e d'Q v . Em (b), o processo e isobarico: a 
pressao P e mantida constante e equilibrada pelo peso indicado na Fig. Como a temperatura 
aumenta de dT, o gas se expande de dV, realizando um trabalho 

d'W = PdV 

e absorvendo calor d'Qp. 

A Fig. 9.7 ilustra o processo no piano (F, V): (a) corresponde a passagem a -> b e (b) a 
a->c, entre as isotermas T e T + dT. A variacao de energia interna em cada um dos processos 
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e dada pela 1* lei (8.6.7). Para o processo isocorico, 
V" = constante, dV = 0,C= C, : 



dl' = d'Qv=C v dT 



(9.3.4) 



Para o processo isobarico, P = constante, d'W e 
dado pela (8.6.1) e C = C ? : 

dU = d'Q F - 'd'W = C P dT - PdV (9.3.5) 
Em ambos os casos, passamos da temperatura T 
a T T dl. Para um gas ideal, como U so depende da 
temperatura [cf. (9.2.11)], U e U+ dU sao os mesmos 
nos dois casos. Logo dU e o mesmo, e podemos 
identificar as (9.3.4) e (9.3.5): 




Figura 9.7 — Diagrams indicador 

(9.3.6) 



CydT = C P dT- PdV (gas ideal) 
Mas, para 1 mol de um gas ideal, vale a equacao de estado (9.1.13) com n = 1: 
PV = RT (lmol) 

o que permite calcular a variacao de temperatura dT no processo isobarico: 
PdV+ VdP = RdT{PdV = RdT 

=0 para?= const. 

Substituindo na (9.3.6), vem 



(9.3.7) 



(9.3.8) 



C v dT = C F dT- RdT 



o que da 



C P =C V 



(gas ideal) 



(9.3.9) 

Logo, para um gas ideal, a capacidade termica molar a pressao constante e maior do que 
a volume constante, e a diferenca e dada pela constante universal dos gases R. 

Este resultado e conhecido como formula de Mayer, porque foi Mayer quern o obteve e 
empregou para estimar o equivalente mecanico da caloria (pag. 168): na (9.3.6), as quantidades 
de calor podem ser medidas em calorias e PdV em unidades de energia mecanica. 

Se medirmos C P e C v em cal/mol K, a (9.1.11) da 



|C P -Cy = 2cal/molK| 



(9.3.10) 

Este resultado concorda com a experiencia, com erro < 1%, para inumeros gases a 
temperatura ambiente, mostrando que a aproximacao de gases ideais e aplicavel. 



Energia interna de um gas ideal 

A (9.3.4) da, para 1 mol de um gas ideal, 



Cy=^ = Cy(T) 



(1 mol) 



(9.3.11) 



Com efeito, como U so depende de T neste caso, o mesmo vale para dU/dT = C v . 

Para n moles de gas, como a energia interna e proporcional a massa de gas, temos 

dl/ = nC v (T)dT (9.3.12) 
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Integrando os dois membros em relacao a Tentre T 0 {temperatura de referenda arbitraria) 
e T, vem 



um=m e )+a]c v avr 



(gas ideal, n moles) (9.3.13) 



A (9.3.13) da explicitamente a energia interna de um gas ideal como funcao da temperatura, 
desde que conhecamos a variacao com T da capacidade termica molar a volume constante 

c v m. 

Veremos mais adiante (Cap. 11) que C v = constante para um gas ideal, de modo que a 
(9.3.13) da 



\U = nC v T + U^\ (9.3.14) 

onde U 0 e uma constante. 

9.4 — Processos adiabaticos num gas ideal 

A lei de Boyle (9.1.3) relaciona P com Vnum gas ideal que passa por um processo adiabatico 
reversivel, que pode ser uma compressao ou expansao adiabatica. 
Num processo adiabatico, temos, por definicao 

d'Q = 0 (9.4.1) 
de modo que a 1? lei [cf. (8.6.6) e (8.6. 1)] fica 

rill = -PdV (9.4.2) 
Para n moles de um gas ideal, a (9.3.12) da 

dU = nC v dT (9.4.3) 
Por outro lado, diferenciando a equacao de estado dos gases ideais (9.1.13), vem 

PdV + VdP = nf?dT (9.4.4) 

ou seja, pelas (9.4.2) e (9.4.3) 

VdP = -Pd V + nRdT = n(C v + R)dT 

o que, pela (9.3.9), equivale a 

VdP = nC P dT (9.4.5) 

As (9.4.2) e (9.4.3) dao 

-PdV = nC v dT (9.4.6) 
Substituindo a (9.4.6) na (9.4.5), vem 

VdP = ^nC v dT = -^PdV 

Cy Cy 



ou seja, 



onde 



dP_ 


dV 


P ~ 





(9.4.7) 
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7 = C : C, 



(9.4.8) 



e a razao das capacidades termicas molares a pressao constante e a volume constante. 

A relacao de Mayer (9.3.9) mostra que y> 1. Em prinripio [cf. (9.3.11)1 C P e Qpoderiam 
depender da temperatura, mas, conforme foi mencionado na obtencao da (9.3.14), C v , e por 
conseguinte tambem C P , sao constantes para um gas ideal, de modo que y = constante. Isto 
nos permite integrar arfibos os membros da (9.4.7) entre um estado inicial (P 0 , V 0 ) e um estado 
final (P, V); 



■ dP' 
P' ' 



InP' 



v 



dV _ 



-ylnV' 



o que da, finalmente 



_P_ 



PV ? = p„V/= constante 



(9.4.9) 



; ideal, processo adiabatico 



Veremos no Cap. 11 que, para gases ideais monoatomicos, tem-se y= 5/3 = 1,67; para 
gases diatdmicos, y= 7/5 = 1,40, valor este que, com boa aproximacao, tambem se aplica ao ar 
(mistura de N 2 e 0 2 ). 

A relacao (9.4.9) representa para um processo adiabatico o analogo da lei de Boyle (9.1.3) 
para um processo isotermico. Vimos a pag. 190 que a (9.1.3) define, no diagrama (P, V), uma 
famflia de hiperboles que sao as isotermas. Da mesma forma, para cada valor da constante na 
(9.4.9), ela define uma curva no piano (P, V), o que leva a uma famflia de curvas denominadas 
adiabaticas. 

A equacao das isotermas e da forma P = cons- 
tante/V, ao passo que a das adiabaticas e da forma 
P = constante/V ; '. Como 1/V para y > 1, cai mais 
rapidamente do que 1/V, as adiabaticas caem mais 
depressa com V do que as isotermas, conforme 
ilustrado na Fig. 9.8, onde 7= 1,40. Assim, num ponto 
de interseccao entre uma adiabatica e uma isoterma, 
como os pontos a, b, c ou d da Fig., a declividade 
(coeficiente angular da tangente a curva) e mais 
abrupta para a adiabatica do que para a isoterma. 

Isto tambem resulta diretamente da comparacao 
de dP/dV nos dois casos: para a adiabatica, dP/dV se 
obtem da (9.4.7); para a isoterma, da (9.4.4) com dT= 0, 0 que leva 




Figura 9.8 — Isotermas e adiabaticas 



dP P dP P 

— = (isoterma); — = -7— (adiabatica) 

dv V dv V 



(9.4.10) 



mostrando que a declividade da adiabatica e yvezes maior. 

Em conseqiiencia da declividade maior, se considerarmos uma dada adiabatica, como a 
que passa pelos pontos b e c na Fig. 9.8, onde intercepta as isotermas de temperaturas T, e T 2 , 
respectivamente, temos T ( > T 2 . Logo, numa expansao adiabatica (processo b -> c), a temperatura 
cai. Pela (8.5.1), isto deveria efetivamente acontecer, pois 0 trabalho realizado pelo gas no 



200 Capitulo 9 - PROPRIEPADES DOS OASES 



processo de expansao diminui sua energia interna (uma vez que nao ha trocas de calor), e por 
conseguinte [cf. (9.3.4)] tambem diminui a temperatura. 

A equacao das adiabaticas pode ser reescrita em termos de (V, T) ou (P, T], bastando para 
isso eliminar a variavel restante na (9.4.9), com o auxilio da equacao de estado dos gases 
ideais na forma (9.1.10). 

Assim, como P e proportional a T/V, a (9.4.9) equivale a 

TV 1 " 1 = constante (9.4.11) 

mostrando mais uma vez que T diminui quando V aumenta (7- 1 > 0) , ou seja, numa expansao 
adiabatica. Analogamente, sendo V proporcional a TIP, a (9.4.9) tambem equivale a 



= T r IP' '= constante 



ou seja 



TIP 



constante 



(9.4.12) 



mostrando que a temperatura aumenta com P (compressao adiabatica). 



Trabalho numa expansao adiabatica 

0 trabalho realizado por urn gas numa expansao adiabatica reversivel e dado pela (8.6.2), 
onde, pela (9.4.9), 

PV 7 = P ( V/ = P f V/=C (constante) (9.4.13) 

de modo que 



■- \ PdV = c\v-'dV = C- — 
J J 1-7 



l- 7 



(cv}-'-cv?- r ) 



ou seja, substituindo C pela (9.4.13), 



W, 



(P,-V,-P,V,) 
7-1 



(9.4.14) 



Usando a equacao de estado dos gases ideais (9.1.13), a (9.4.14) tambem se escreve 



- 0} -Ti) = - f f R A (T f - Tj) 



pela (9.4.8) 



-1 



= K pela (9.3.9) 

o que concorda com a (8.5.1). 



(T f - Tj ) { I W~Z = - n C v (T f -T,) = -([/, 

pela (9.3.14) 



(9.4.15) 
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Exemplo. Um litro de oxigenio a temperatura de 27°C e a uma pressao de 10 atm se expande 
adiabaticamente ate quintuplicar de volume. Quais sao a pressao e a temperatura fmais? 
Pela (9.4.13), temos [y= 1.4 para O,) 

P ( / P, = [V, I V,f = 5" = 9,s|p, = ^ atm = 1,05 atm 



9,5 

A temperatura initial e T, = (273 + 27) K = 300 K. Pela (9.4.11), 

L/I>=(V f /V i ) r - 1 = 5 0 - 4 = l,9{T>=,|^ K 
[ l, y 

o que da T t ~ 158 K » - 115°C, correspondendo a um abaixamento de temperatura de « 142°C 
devido a expansao adiabatica! Como a temperatura de liquefacao do oxigenio a 1 atm e » 90K 
= - 183°C, bem abaixo de T f , a aproximacao de gas ideal ainda e razoavel a temperatura 7>. 
Qual e o trabalho realizado pelo gas na expansao? Pela (9.4.14), com 

P, = 10 atm . 1,013 xlO 6 N/m 2 , V, = 11 = 10" 3 m 3 
P f = 1,05 atm = l,064xl0 3 N/m 2 , V f =51 = 5xlQ- 3 m" 3 



... 0,532-1,013 , . , n3 , 

W, , r = — : : xlO 3 =l,2xl0 3 J 

' ' 0,4 

Se a expansao tivesse sido isotermica em lugar de adiabatica, teriamos, pela lei de Boyle, 
P,/P f = V i /V f =5(P f = 2atm 
e o trabalho realizado seria, pela (9.1.15), 

W,_ f = nflTto^j = P, I V,- In 5 . 1,61 x 1,013 x 10 3 » 1,63 x 10 3 J 

que e maior do que no caso da expansao adiabatica. Isto e obvio no diagrama da pg. 199: 
partindo do mesmo ponto {P ir V f ) e chegando ao mesmo V r , a isoterma acaba com P r maior 
que a adiabatica; por conseguinte, W f _, 6 que e a area debaixo da curva (pg. 180), e maior para 
a expansao adiabatica. 

Aplicacao a veloridade do som 



Como vimos na (6.2.27), a velocidade do som num fluido e dada por v = ^&P/dp) 0 onde 
a derivada parcial da pressao em relacao a densidade e calculada em torno dos valores de 
equilibrio. 

Newton supos que as compressoes e expansoes do ar numa onda sonora ocorressem 
isotermicamente e obteve o resultado (6.2.29), em desacordo com a experiencia. 

Na verdade, como vimos a pag. 128, as compressoes e expansoes numa onda sonora 
ocorrem tao rapidamente que nao ha tempo para trocas de calor, ou seja, sao adiabaticas. A 
relacao entre pressao e densidade e entao a (6.2.12), que equivale a (9.4.9). Dai resulta a 
expressao correta (6.2.31) para a velocidade do som. 
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PROBLEMAS DO CAPITULO 9 

1. 0 tubo de vidro de um barometro de mercurio tern seccao reta de 1 cm 2 e 90 cm de altura 
acima da superficie livre do reservatorio de mercurio. Num dia em que a temperatura 
ambiente e de 20°C e a pressao atmosferica verdadeira e de 750 mm/Hg, a altura da 
coluna barometrica e de 735.mm. Calcule a quantidade de ar (em moles) aprisionada no 
espaco acima da coluna de mercurio. 

2. Dois recipientes fechados de mesma capacidade, igual all, estao ligados um ao outro 
por um tubo capilar de volume desprezivel. Os recipientes content oxigenio, inicialmente 
a temperatura de 25°C e pressao de 1 atm. (a) Quantas gramas de 0 2 estao contidas nos 
recipientes? (b) Aquece-se um dos recipientes ate a temperatura de 100°C, mantendo o 
outro a 25°C. Qual e o novo valor da pressao? (c) Quantas gramas de O? passam de um 
lado para o outro? Despreze a conducao de calor atraves do capilar. 

3. Um recipiente de paredes adiabaticas e munido de um pistao adiabatico movel, de massa 
desprezivel e 200 cm 2 de area, sobre o qual esta colocado um peso de 10 kg. A pressao 

3 

externa e de 1 atm. O recipiente contem 3 1 de gas helio, para o qual C v = -^R' * 

temperatura de 20°C. (a) Qual e a densidade inicial do gas? Faz-sefuncionarum aquecedor 
eletrico interno ao recipiente, que eleva a temperatura do gas, gradualmente, ate 70°C. 
(b) Qual e 0 volume final ocupado pelo gas? (c) Qual e 0 trabalho realizado pelo gas? (d) 
Qual e a variacao de energia interna do gas? (e) Quanto calor e fornecido ao gas? 

4. Um mol de um gas ideal, com 7= 7/5, esta contido num recipiente, inicialmente a 1 atm e 
27"C. O gas e, sucessivamente: (i) comprimido isobaricamente ate 3/4 do volume inicial 
V 0 ; (ii) aquecido, a volume constante, ate voltar a temperatura inicial; (iii) expandido a 
pressao constante ate voltar ao volume inicial; (iv) resfriado, a volume constante, ate 
voltar a pressao inicial. (a) Desenhe 0 diagrama P-V associado; (b) Calcule 0 trabalho 
total realizado pelo gas; (c) Calcule 0 calor total fornecido ao gas nas etapas (i) e (ii); (d) 
Calcule as temperaturas maxima e minima atingidas; (e) Calcule a variacao de energia 
interna no processo (i) + (ii). 

5. Um mol de um gas ideal, contido num recipiente munido de um pistao mdvel, inicialmente 
a 20°C, se expande isotermicamente ate que seu volume aumenta de 50%. A seguir, e 
contraido, mantendo a pressao constante, ate voltar ao volume inicial. Finalmente, e 
aquecido, a volume constante, ate voltar a temperatura inicial. (a) Desenhe 0 diagrama 
P-V associado; (b) Calcule 0 trabalho total realizado pelo gas neste processo. 



6. 0,1 mol de um gas ideal, com C v = -R, descreve 

0 ciclo representado na Fig. P.l no piano (P, T). 
(a) Represente 0 ciclo no piano (P, 71, indicando 
P (em atm) e V (em 1) associados aos pontos A, B 
e C. (b) Calcule AW, AQ e Al/para os processos 
AS, BC, CA e 0 ciclo. 




FiguraP.l 
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1 g de gas helio, com C v = - R, inicialmente nas condicoes NTP, e submetida aos seguintes 

processos: (i) Expansao isotermica ate o dobro do volume initial; (ii) Aquecimento a vo- 
lume constante, absorvendo 50 cal; (iii) Compressao isotermica, ate voltar ao volume 
initial, (a) Represente os processos no piano (P, V), indicando P (em atm), V(em 1) e T (em 
K) associado a cada ponto. (b) Calcule AU e AW para os processos (i), (ii) e (iii). 

Um mol de um gas ideal descreve o ciclo ABCDA 
representado na Fig. P.2 no piano (P, V), onde T= 
T, e T= T z sao isotermas. Calcule o trabalho total 
associado ao ciclo, em funcao de P 0 , V 0 , T, e T t . 
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Figura P.2 

3 

9. Um mol de gas helio, com C v --R, inicialmente a 10 atm e 0°C, sofre uma expansao 

adiabatica reversivel ate atingir a pressao atmosferica, como primeiro estagio num 
processo de liquefacao do gas. (a) Calcule a temperatura final (em °C); (b) Calcule o trabalho 
realizado pelo gas na expansao. 

10. 1 1 de H 2 (para o qua] -/= 7/5), a pressao de 1 atm e temperatura de 27°C, e comprimido 
adiabaticamente ate o volume de 0,5 1 e depois resfriado, a volume constante, ate voltar a 
pressao inicial. Finalmente, por expansao isobarica, volta a situacao initial, (a) Represente 
o processo no piano (P, V), indicando P (atm), V (1) e T(K) para cada vertice do diagrama. 
(b) Calcule o trabalho total realizado; (c) Calcule At/ e AQ para cada etapa. 



Um mol de um gas ideal, com C Y =—R, 



a 17°C, tern sua pressao reduzida a metade por 



um dos quatro processos seguintes: (i) a volume constante; (ii) isotermicamente; (iii) 
adiabaticamente; (iv) por expansao livre. Para um volume inicial V ; , calcule, para cada 
um dos quatro processos, o volume e a temperatura finais, AW e ALJ. 

12. No metodo de Riichhardt para medir /= C P /C V 
do ar, usa-se um grande frasco com um gargalo 
cilmdrico estreito de raio a, aberto para a atmos- 
fera (p 0 = pressao atmosferica), no qual se ajusta 
uma bolinha metalica de raio a e massa m. Na 
posicao de equih'brio O da bolinha, o volume de 
ar abaixo dela no frasco e V(Fig. P.3). (a) Calcule 
a fbrca restauradora sobre a bolinha quando ela 
e empurrada de uma distancia x para baixo a 
partir do equilibrio, o movimento sendo sufi- 
cientemente rapido para que o processo seja 
adiabatico. Mostre que a bolinha executa um 
movimento harmonico simples e calcule o 
periodo x em funcao de a, m, V, p 0 e y. (b) Numa 
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Figura P.3 
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experiencia em que a = 0,5 cm, m = lOg, V = 5 l,p 0 = 1 atm, o periodo observado e t= 1,5s. 
Determine o valor correspondente de ypara o ar. 

13. Urn mol de urn gas ideal, partindo das condicoes NTP, sofre: (i) uma compressao isotermica 
ate um volume de 5 1, seguida de (ii) uma expansao adiabatica ate retornar ao volume 
inicial, atingindo uma pressao final de 0,55 atm. (a) Calcule P ao fim da etapa (i) e T ao fim 
de (ii). (b) Calcule C? e C v , para este gas; (c) Calcule a variacao total de energia interna; (d) 
Calcule o trabalho total realizaSo. 
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A SEGUNDA LEI 
DATERMOD1NAM1CA 

10,1 — lntroducao 

A If lei da termodinamica, como vimos, incorpora ao princi'pio geral de conservacao da energia 
o reconhecimento de que o calor e uma forma de energia. 

Qualquer processo em que a energia total seja conservada e compativel com a If lei. Se 
um dado processo ocorre num certo sentido ou seqiiencia temporal conservando a energia 
em cada instante, nada impediria, de acordo com a 1? lei, que ele ocorresse em sentido inverso 
(invertendo a seqiiencia temporal), ou seja, o processo seria reversi'vel. 

No entanto, a experiencia mostra que os processos observados na escala macroscopica 
tendem a ocorrer num so sentido, ou seja, sao irreversiveis. Vejamos alguns exemplos: 

(i) Para elevar de 1°C a temperatura de 1 1 de agua, gastamos 1 kcal. Resfriando de 1°C 1 1 
de agua, deveria entao ser possi'vel extrair 1 kcal de energia. Um navio poderia ser 
propelido por essa energia e ao mesmo tempo resfriar sua carga: o oceano constituiria 
um reservatorio praticamente inesgotavel de energia. Por que isto nao funciona? 

(ii) Na experiencia de Joule descrita a pag. 174, quando os pesos sao soltos, eles caem e a 
agua se aquece pelo atrito com as pas, convertendo energia mecanica em energia termica. 
Seria igualmente compativel com a 1? lei que a agua se resfriasse espontaneamente, 
fazendo subir os pesos. Por que isto nao ocorre? 

(iii) Analogamente, o atrito sempre tende a frear corpos em movimento, convertendo sua 
energia cinetica em calor. Por que nao ocorre o processo inverso, acelerando corpos 
com resfriamento do meio ambiente? 

(iv) Uma pessoa que mergulha numa piscina convene energia mecanica em energia termica 
da agua. Num filme que registre o mergulho, exibido de tras para diante, o processo e 
invertido e o mergulhador impulsionado de volta para o trampolim — o que nao contradiz 
em nada a conservacao da energia. Entretanto, o absurdo da cena e evidente e provoca 
risos na plateia. Por que? 

(v) Fala-se muito, em nossos dias, da crise de energia, e sao feitas campanhas no sentido de 
"conservar" (economizar, nao desperdicar) a energia. Se a energia sempre se conserva, 
que sentido tern isso? 

(vi) Quando um corpo quente (temperatura elevada) e colocado em contato termico com um 
corpo frio (temperatura mais baixa), a If lei so permite concluir [cf. (8.5.6)] que o calor 
perdido por um dos corpos e ganho pelo outro. No entanto, a experiencia mostra que e 
o mais quente que se resfria e o mais frio que se aquece. Quando colocamos sobre uma 
chama uma panela com agua, nunca ocorre que a agua se congele e a temperatura da 
chama aumente. Por que? 
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(vii) Na experiencia de expansao livre (pag. 178}, quando abrimos a vatvula, o gas se expande 
ate preencher o recipiente onde havia vacuo. O processo inverse, em que ele voltaria 
espontaneamente a passar para o outro recipiente, restabelecendo o vacuo naquele para 
onde passou, nao viola a If lei. 0 que impede sua ocorrencia? 

Podemos dizer, de forma mais geral, que todas as leis fisicas fundamentals que discutimos 
ate agora, em particular as leis do mpvimento, sao reversfras: nada nelas permite distinguir 
um sentido de sucessao de eventos (senn'do do tempo) do sentido inverso. 0 que determina 
entao o sentido do tempo? Qual e a origem fisica da distincao entre passado e futuro? 

A resposta as questoes acima esta relacionada com a 2? lei da termodinamica. Ela contribui 
para esclarecer a origem da "seta do tempo"; voltaremos mais tarde a discussao deste problema, 
que e um dos mais profundos da fisica. 

Historicamente, a formulacao da 2 a lei esteve ligada com um problema de engenharia, 
surgido pouco apos a invencao da maquina a vapor: como se poderia aumentar o rendimento 
de uma maquina termica, tornando-a o mais eficiente possivel? 

Esta questao f'oi abordada em 1824 por um jovem (28 anos) e genial engenheiro frances, 
Nicolas Sadi Carnot, em seu opusculo "Reflexoes sobre a potencia motriz do fogo". Ele escreveu: 

"A maquina a vapor escava nossas minas, propele nossos navios, escava nossos portos e 
rios, forja o ferro... Retirar hoje da Inglaterra suas maquinas a vapor seria retirar-lhe ao 
mesmo tempo o carvao e o ferro. Secariam todas as suas fontes de riqueza... Apesar do 
trabalho de toda sorte realizado pelas maquinas a vapor, nao obstante o estagio satisfatorio 
de seu desenvolvimento atual, a sua teoria e muito pouco compreendida." 

E notavel que o trabalho de Carnot foi muito anterior a formulacao precisa da 1? lei da 
termodinamica. Embora Carnot empregue a expressao "calorico", ha indicios de que ele 
prdprio ja teria formulado a 1* lei, embora de forma um tanto obscura. 

Apos o trabalho de Carnot que conduziu a 2" lei, ela foi formulada de maneira mais 
precisa por Clausius em 1850 e por Thomson (Lord Kelvin) em 1851. Embora estas formulacoes 
sejam diferentes, veremos que sao equivalentes. 

10,2 - Enunciados de Clausius e Kelvin da segunda lei 

Frequentemente (inclusive em livros didaticos) se procura traduzir o conteudo da 2? lei na 
afirmacao de que, embora seja facil converter energia mecamca completamente em calor 
(por ex'emplo, na experiencia de Joule), e impossivel converter calor inteiramente em energia 
mecanica. Isto nao e verdade! 

Com efeito, consideremos um recipiente de paredes diatermicas, a temperatura ambiente 
T, um gas comprimido a uma pressao inicial P ( maior que a pressao atmosferica P 0 , e munido 
de um pistao. Podemos deixar o gas expandir-se isotermicamente, absorvendo uma quantidade 
de calor AQ da atmosfera (reservatorio termico a temperatura T). Neste processo, o gas realizara 
um trabalho AW dado pela (9.1.15). Podemos geralmente, com muito boa aproximacao, trata- 
lo como um gas ideal. Como AT = 0 (processo isotermico), a (9.2.11) implica AU= 0, ou seja, a 
energia interna do gas nao muda. 

Logo, pela 1" lei da termodinamica (8.5.4), temos 

AQ = AW (10.2.1) 

ou seja, 0 calor absorvido da atmosfera transforma-se completamente em trabalho. Entretanto, 
a pressao final P, do gas e menor que a inicial (P/P; = V/V f ), e so ha expansao enquanto P f > P 0 : 
o processo termina quando a pressao atinge a pressao atmosferica, e so pode ser executado 
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uma linica vez. Para obter uma maquina termica, precisamos de um processo que possa ser 
repetido indeflnidamente, enquanto se mantenha o fornecimento de calor, ou seja, o sistema 
precisa voltar ao estado inicial, descrevendo um ciclo (pag. 180). 

E muito facil ter um ciclo em que trabalho e completamente convertido em calor. Basta, 
na experiencia de Joule, suspender novamente os pesos cada vez que caem, recolocando-os 
na posicao inicial. 

Entretanto, se p'udessemos ter um ciclo em que calor se transformasse completamente 
em trabalho, ten'amos realizado um "moto perpetuo de 2? especie" (exemplo (i) da pag. 205): 
a energia termica dos oceanos ou da atmosfera constituiria um reservatorio praticamente 
inesgotavel de energia (um "moto perpetuo de 1? especie" criaria energia, violando a If a lei). 
Nenhum processo flsico conhecido permite construir um tal "motor miraculoso", o que leva 
ao enunciado de Kelvin (K) da 2? lei da termodinamica: 



(K): E impossivcl rcalb.ar um processo cujo unico efeito seja remover 
calor dc um rcsci vaU'nio leniiicu e ptvduzir uma quanlidade 
equivalent de trabalho. 



Note-se que unico efeito significa que o sistema tern de voltar ao estado inicial, ou seja, 
que o processo e c/riico. 0 exemplo dado acima (expansao isotermica de um gas inicialmente 
comprimido) nao contradiz (K), porque o estado final do gas difere do inicial [V, > Vj): nao se 
trata portanto de um ciclo. 

Consequencias imediatas do enunciado de Kelvin: 

(a) A geracao de calor por atrito a partir de trabalho inecanico e irreversi'vel 

Com efeito, se conseguissemos inverter completamente um tal processo, por exemplo, 
tornando a suspender os pesos na experiencia de Joule apos sua queda, por "antiatrito", 
resfriando a agua do caiorimetro, poderiamos utilizar a energia potencial armazenada nos 
pesos para realizar trabalho, fazendo-os descer ate a posicao inicial. Com isso fechariamos 
um ciclo, tendo como unico efeito a producao de trabalho a partir do calor da agua, o que 
violaria (K). 

(b) A expansao livre de um gas e um processo irreversivel 

Com efeito, na expansao livre de um gas ideal, como vimos (pag. 184), e AQ = A W = 0. 

Logo, se pudessemos inverter esse processo, passando de um volume V r para V, < V f 
(compressao do gas) com AQ = AW= 0, poderiamos depois voltar de V s para V p fechando um 
ciclo, por uma expansao isotermica, com AQ = AW > 0 (processo que levou a (10.2.1)). 

Outro processo irreversivel (exemplo (vi) da pag. 205) e a conducao de calor, que se da 
sempre no sentido de um corpo mais quente para um corpo mais frio. O enunciado de Clausius 
(C) da 2." lei baseia-se neste fato experimental: 



(C) E impossivel realizar um processo cujo unico efeito seja transferir 
calor de um corpo mais frio para um corpo mais quente. 



Novamente, a qualificacao "unico" implica que o processo e ciclico, e ela e essencial. Se 
nao exigirmos que o sistema volte ao estado inicial, a transferencia e perfeitamente possi'vel. 



208 Capimlo 10 - A SEGUNDA LEI DA TERMODINAM1CA 



Para efetua-la, poderiamos por exemplo colocar um recipiente contendo urn gas em 
contato termico com o corpo mais frio e absorver calor AQ dele por expansao isotermica a 
temperatura T-i desse corpo (realizando trabalho na expansao). Em seguida, o gas pode ser 
aguecido por compressao adiabatica fabsorvendo trabalho), ate atingir a temperatura T, > T t 
do corpo mais quente. Colocando-o em contato termico com esse corpo, pode-se transferor o 
calor AQ para ele por compressao isotermica do gas a temperatura T 2 . Nada impede que o 
trabalho total realizado neste process.0 seja = 0, mas o estado final do gas e diferente do 
estado initial: sua temperatura aumentou de T t para T 2 . Logo, o processo nao e um ciclo e nao 
ha violacao de (C). 

Um aparelho que violasse (K) seria, como vimos, um "motor miraculoso" (moto continuo 
de 2? especie). Analogamente, um aparelho que violasse (C) seria um "refrigerador miraculoso", 
pois permitiria um resfriamento continuo (remocao de calor de um corpo mais frio para um 
mais quente) sem que fosse necessario fornecer trabalho para este fim. 

10,3 — Motor termico. Refrigerador, Equivalencia dos dois enunciados 
(a) Motor termico 

Uma maquina termica (motor) produz trabalho a partir de calor, operando ciclicamente. Pelo 
enunciado (K), isto e impossivel com um unico reservatorio termico: precisamos ter pelo menos 
dois reservatorios termicos a temperaturas diferentes, T t > T 2 . Chamaremos de fonte quente 
o reservatorio a temperatura T t mais elevada, e fonte fria o outro, a temperatura T 2 . 

Seja Q, o calor fornecido ao sistema pela fonte quente (aiworvido da fonte quente), e Q 2 
o calor fornecido peio sistema a fonte fria (transferido a fonte fria) [note que para Q 2 estamos 
usando uma convencao de sinal oposta a que foi introduzida a pag. 1771] em cada ciclo. Seja 
W o trabalho realizado pelo motor num ciclo. Entao, pcla 1? lei (8.7.1) 

\w = Q- l -Qz\ (10.3.1) 
[Com a convencao de sinal da pag. 177, teriamos 

Cw-Q 2 , W = Q, + Q 2 O0.3.2) 

concordando com a (8.7. 1)]. 

Nao pode ser Q, = 0, porque se fosse nao precisariamos da fonte fria: Q, teria sido 
completamente convertido em W, e teriamos um "motor miraculoso", violando (K). 

Tambem nao pode ser Q, < 0 (o que equivaleria a absorver calor de ambas as fontes). 
Com efeito, se fosse Q 2 < 0, bastaria estabelecer contato termico entre as duas fontes ate que, 

por conducao de calor, fosse transferida uma quan- 
tidade de calor - Q 2 > 0 da fonte quente para a fria, 
para trazer a fonte fria de volta a condicao initial (note 
que, pela definicao de reservatorio termico, sua 
temperatura nao se altera nesse processo). 

O resultado liquido seria producao de trabalho 
retirando calor apenas da fonte quente, violando 
novamente (K). 

Por conseguinte, tern de ser Q 2 > 0, ou seja, na 
(10.3.1), W < Qi. Para fixar as ideias, ilustramos na 
Fig. 10.1 o diagrama esquematico de uma maquina a 
vapor. A agua e convertida em vapor na caldeira, 
absorvendo calor Q t da fonte quente (fornalha). O 




lExpansao 



Figura 10.1 — Maquina a vapor 
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vapor superaquecido passa para o cilindro, onde se expande de forma aproximadaraente 
adiabatica, produzindo trabalho Wpelo deslocamento de um pistao. A expansao adiabatica 
resfria o vapor, que passa para o condensador (Fig. 10.1), onde se liquefaz pelo contato com 
a fonte fria (que pode ser a atmosfera ou resfriamento por agua corrente). 0 calor Q 2 cedido 
a fonte fria e, neste caso, o caior latente de condensacao, produzido pela condensacao do 
vapor quando se convene em agua. Finalmente, a agua e aspirada por uma bomba e levada 
de volta a caldeira, fechando o ciclo. 

Podemos representar esquematicamente um 
motor termico pelo "diagrama de fiuxo" da Fig. 10.2. 
Pela (10.3.1), temos Q 1 = W + Q 2 , o que e representado 
pela bifurcacao da coluna sombreada associada a Q t 
em dois "canais", de espessuras proporcionais a We 
aQ 2 . 

O "investimento" em energia termica fornecida 
e representado por Q, (custo de carvao para aquecer 
a caldeira da maquina a vapor, por exemplo). O 
"trabalho util" fornecido eW.O calor Q 2 e um "sub- 
produto" nao aproveitado (na maquina a vapor, e 
dissipado na atmosfera ou na agua de resfriamento 
do condensador). Logo, e natural definir o rendimento 

(ou eficiencia) do motor termico por Figura 10.2 — Motor termico 



Fonte 
quente 



Motor 
termico 



Fonte 
fria 



J ; 



T,<T, 



W _ Trabalho fornecido 
Q, Calor consumido 



(10.3.3) 



Pela (10.3.1), temos 



1=1- 



(10.3.4) 



Vemos pela (10.3.4) que Q, > 0 equivale a 17 < 1, ou seja, 0 rendimento e inferior a 100%. 



(b) Refrigerador 

Numa maquina a vapor, a agua e o agenfe, ou seja, a substancia que e submetida ao 
processo ciclico. Num refrigerador, esse agente e 0 refrigerante, que se escolhe como uma 
substancia cujo calor latente de vaporizacao (pag. 183) e elevado, como a amonia ou 0 freon. 

O objetivo de um refrigerador e remover calor Q 2 de um reservatorio termico (fonte fria) 
a temperatura T 2 (ex.: interior de uma geladeira domestical, transferindo calor Q a para uma 
fonte quente a temperatura T t (atmosfera a temperatura ambiente, no exemplo da geladeira). 
Nao e possivel que seja Q, = Q 2 , porque isso violaria (C): e indispensavel fornecer um trabalho 
Wpara realizar 0 processo, com 

Q,=W + Q 2 (10.3.5) 

O diagrama de fluxo associado a um refrigerador esta representado na Fig. 10.3. 
Comparando-o com a Fig. 10.1, vemos que um refrigerador pode serpensado como um motor 
termico funcionando "ao contrario". 

Na prafica, 0 refrigerante remove calor da fonte fria evaporando-se (calor latente de 
vaporizacao) e transfere calor a fonte quente condensando-se (calor latente de liquefacao), 



2 1 0 Capitulo 10 - A SEGUNDA LEI DA TERMOD1NAM1CA 




Figura 10.3 - 
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que e tambem o contrario do que acontece na maquina 
a vapor. Para conseguir que a substantia se vaporize 
a uma temperatura mais baixa e liquefaca a tem- 
peratura mais elevada, e preciso que ela se vaporize a 
baixa pressao e liquefaca a alta pressao, e e dessa 
forma que o trabalho W e introduzido: e fornecido 
pelo compressor (acionado pelo motor numa geladeira 
domestica). A temperatura de vaporizacao, como e - 
sabido, diminui com a pressao (a agua ferve a tempe- 
ratura mais baixa em altitudes elevadas). 

0 diagrama esquematico do funcionamento de 
um refrigerador esta representado na Fig. 10.4. O 
liquido a baixa pressao remove calor da fonte fria 
vaporizando-se no evaporador (serpentina, numa 
geladeira domestica). Apos ser isolado do 
evaporador pela passagem atraves de uma 
valvula, o gas e comprimido pelo compres- 
sor ate uma pressao suficiente para lique- 
fazer-se no condensador, cedendo calor a 
fonte quente. Para passar do liquido a alta 
pressao resultante ao liquido a baixa pres- 
sao a ser reinjetado no evaporador, fechan- 
do o ciclo, e preciso baixar a pressao. Em 
lugar de fazer isso por expansao adiabatica 
(a compressao do gas pelo compressor e 
aproximadamente adiabatica), na pratica se 
faz passar o liquido por uma valvula (a 



Compressor 



Figura 10.4 — Refrigerador 

esquerda na Fig. 10.4) onde sofre um processo do tipo Joule-Thomson (pag. 194). 

Comparando a Fig. 10.4 com o esquema da maquina a vapor (Fig. 10.1), vemos novamente 
que o refrigerador corresponde ao motor termico funcionando em sentido inverso. 



(c) Equivalencia entre os enunciados (K) e (C) 

Vamos mostrar agora que os enunciados de Kelvin e Clausius da 2? lei da termodinamica sao 
equivalentes. Para isto, ilustramos primeiro por diagramas de fluxo (Fig. 10.5) os dois 
enunciados: (K) afirma que nao existe um "motor miraculoso", como o ilustrado, e (C) que 

1 nao existe um "refrigerador miraculo- 

Tj r, so", como o da figura. 




Figura 10.5 — Motor e refrigerador miracuiosos 
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(i) O enundado (K) implica (C) 

Se (K) nao implicasse (C), um motor termico real (Fig. 

10.2) poderia ser acoplado com um refrigerador 
miraculoso (ja que (C) nao seria valido), o qual devol- 
veria a fonte quente (Fig. 10.6) o calor Q 2 transferido 
a fonte Ma pelo motor termico. O resultado Hquido 
seria remover calor Q, - Q 2 da fonte quente e con- 
verte-lo inteiramente em trabalho W, ou seja, seria 
equivalente a existencia de um motor miraculoso, 
contradizendo a hipotese da validade de (K). Logo, 
(K)^(C). 

(ii) O enundado (C) implica (K) 

Se (C) nao implicasse (K), um refrigerador real (Fig. 

10.3) poderia ser acoplado com um motor miraculoso 
(ja que (K) nao seria valido), o qual converteria 
totalmente em trabalho Wa diferenca Q t - Q 2 entre o 
calor cedido a fonte quente e o calor absorvido da 
fonte fria pelo refrigerador real. Esse mesmo trabalho 
W alimentaria o refrigerador real (Fig. 10.7). O 
resultado liquido do ciclo seria transferencia integral 
do calor Q 2 da fonte fria a quente, sem qualquer outro 
efeito, ou seja, seria equivalente a um refrigerador mi- 
raculoso (violacao de (Q), contra a hipotese. Logo, 
(C) =» (K). 

Combinando (i) e (ii) acima, concluimos que os enunciados de Kelvin e de Clausius da 2" 
lei da termodinamica sao equivalentes. 

1 0.4 — O ciclo de Carnot 

Podemos abordar agora o problema que Carnot se propos a resolver: dadas uma fonte quente 
e uma fonte fria, qual e o maximo rendimento que sepode obter de um motor termico operando 
entre essas duas fontes? 

Para que se obtenha o maximo rendimento, e necessario que o processo seja reversivel. 
Na Secao 10.1, vimos diversos exemplos de processos irreversiveis, e e facil ver que a ocorrencia 
de processos deste tipo sempre diminui o rendimento de uma maquina termica. 

Assim, por exemplo, a existencia de atrito reduz o rendimento, porque energia mecanica, 
que poderia produzir trabalho util, e convertida irreversivelmente em calor, havendo pois um 
desperdicio (cf. pag. 205). Analogamente, se corpos a temperaturas diferentes entram em 
contato termico, transferindo calor por conducao, a energia termica correspondente nao 
pode ser recuperada num processo ciclico, porque isso implicaria na transferencia de calor 
de um corpo frio a outro mais quente, violando (C). 

Logo, devemos restringir-nos a maquinas termicas reversiveis. Como seria uma maquina 
termica deste tipo operando entre duas fontes? Como a condugao de calor e irreversfvel, o 
sistema utilizado so pode trocar calor com as fontes quando esta a mesma temperatura que 
elas. Logo, a absorfao de calor Q t da fonte quente tem de ser feita isotermicamente, a 
temperatura T t dessa fonte, e o calor Q 2 cedido a fonte fria tambem deve ser transferido 
isotermicamente, a temperatura T 2 da fonte fria. Pela mesma razao, as porcoes do ciclo em 
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Figura 10.7 — (C) implica (S3 
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que ha variacao da temperatura do sistema, ou seja, quando ele passa de T, a T 2 ou volta de T 2 
a T lr devem ocorrer sem troca de calor, ou seja, como processos adiabaticos reversiveis. 

Vemos assim que um ciclo reversivel com duas fontes e necessariamente formado de 
duas porcoes de isotermas ligadas poi duas porfdes de adiabaticas. Um tal ciclo cliama-se 
ciclo de Carnot e uma maquina termica reversivel chama-se maquina de Camot. 
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Para fear as ideias, e M\ considerar um exemplo 
"especifico de maquina de Carnot, em que o sistema 
(agente) e um gas contido num recipiente de paredes 
adiabaticas, exceto pela sua base, que e diatermica, e 
munido de um pistao. Ha tambem uma base 
adiabatica, sobre a qual o sistema pode ser colocado, 
e as fontes quente e fria. Esses ingredientes estao 



Figura 10.8 — Componentes de uma repre sentados na Fig. 10.8. 
maquina de Carnot , , . , ■ , , 

A Fig. 10.9 ilustra os 4 estagios de um ciclo de 

Carnot e o diagrama (P, V) correspondente para esse sistema. (1) Partindo do ponto a, faz-se 
uma expansao isotermica reversivel a temperatura T 17 ate o ponto b. O gas realiza trabalho e 
absorve uma quantidade de calor da fonte quente. (2) A partir de b, o sistema, colocado 
sobre a base isolante, sofre uma expansao adiabatica reversivel: o gas reaiiza trabalho e sua 
energia interna diminui, com conseqiiente queda de temperatura de T, para T 2 (ponto c). (3) 
Partindo de c, o recipiente e colocado em contato termico com a fonte fria e e submetido a 
uma compressao isotermica reversivel a temperatura T 2 da fonte fria. 0 gas recebe trabalho e 
fornece uma quantidade de calor Q 2 a fonte fria, ate chegar ao ponto d da figura, situado 
sobre a adiabatica que passa por a. (4) Finalmente, a partir de d, o sistema e recolocado sobre 
a base isolante e submetido a uma compressao adiabatica reversivel, aquecendo o gas ate que 
ele retorne a temperatura T, da fonte quente. Isto permite recoloca-lo em contato com essa 
fonte, voltando a (1) e fechando o ciclo. 




Figura 10.9 — Ciclo de Carnot 
0 trabalho total W=Q,-Q 2 realizado pelo sistema no decorrer de um ciclo e representado 
graficamente pela area sombreada no diagrama (P, V) acima. Como o ciclo e descrito no 
sentido horario, temos W > 0 [cf. (8.6.4)]. 
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Uma vez que o ciclo de Carnot e reversfvel, ele pode ser descrito em sentido oposto. 
Neste caso, temos W < 0, ou seja, realizamos trabalho sobre o sistema para que ele remova 
calor Q 2 da fonte fria e iorneca calor Q t a fonte quente: em lugar de um motor termico, a 
maquina de Carnot, funcionando em sentido inverse corresponde a um refrigerador. 

Teorema de Carnot 

(a) Nenh uma maquina termica que opere enrre uma dada fonte quente e uma dada fonte 
fria pode ter rendimento superior aode uma maquina de Carnot 

(b) Todas as maquinas de Carnot que operem entre essas duas fontes terao o mesmo 
rendimento. 

(a) Seja J? um motor termico de Carnot e seja I outro motor termico qualquer, operando 
entre as mesmas duas fontes. 
Sempre podemos ajustar os ciclos das duas maquinas para que as duas produzam a mesma 
quantidade de trabalho W. Com efeito, se fosse W R * Wf, sempre poderiamos encontrar dois 
inteiros men tais que, com aproximacao tao boa como quisermos, W R IW I = m/n, ou seja, 
nW s = biW', = W. Basta ajustar entao n ciclos de R em correspondencia com m ciclos de I. 




Figura 10.10 — Ajuste dos ciclos 

A Fig. 10.10 pressupoe o ajuste jafeito, para que Wseja o mesmo, e define as quantidades 
de calor trocadas com as duas fontes: Q\, Q' 2 , para I e Q,, Q 2 para R. Pela (10.3.4), os rendimentos 
correspondentes sao: 

% = 1-| = J (10.4.1, 
* = l-i^ (W.4.2) 

Suponhamos que pudesse ser 

%>n»- ••• Qi < Qi do.4.3) 

Seria entao tambem 

Q', = Q[-W <Q 2 = Q,-W (10.4.4) 
Como R e reversi'vel, poderiamos usar o trabalho Wproduzido pori, funcionando como 
motor termico, para acionar fi, funcionando como refrigerador (Fig. 10.11), com 
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Figura 10.11 — Teorema de Carnot 



W=Q\-Cf 2 = Q 1 -Q, 
0 resultado liquido do acoplamento de 1 com R, 
como vemos pela figura, seria equivalents em cada 
ciclo, a transferir calor Q, - Q' 2 = Qi - Q\ > 0 da fonte 
fria para a fonte quente, sem nenhum outro efeito, 
violando o enunciado de Clausius da 2" lei. Logo, nao 
pode valer a (10.4.3), ou seja, tern de ser 

r)i < 1 H 1 (10.4.5) 

o que demonstra a parte (a) do teorema de Carnot. 



(b) Se I tambem e uma maquina de Carnot R', portanto revere/vel, podemos repetir o 
mesmo raciocinio trocando os papeis de R' e R (ou seja, usando R' como refrigerador 
e R como motor), o que daria r\ R < J) R ., ao passo que a (10.4.5) daria j) K < T) B . Combinan- 
do essas duas desigualdades, concluimos que 

I jte = j (10.4.6) 

ou seja, que todas as maquinas de Carnot que operam entre as mesmas fontes sao 
igualmente eficientes, demonstrando assim a parte (b) do teorema de Carnot. 
Podemos imaginar uma grande variedade de sistemas, de natureza muito diferente, utilizaveis 
em princi'pio numa maquina de Carnot. Mesmo no exemplo da pag. 211, qualquer gas (que 
nao precisa ser proximo de um gas ideal) pode ser empregado, e poderiamos utilizar um 
fluido — ou mesmo uma mistura de liquido com vapor, no lugar do gas (neste ultimo caso, 
conforme veremos mais adiante, os processos isotermicos nao seriam do tipo considerado 
no exemplo). Pela (10.4.6), o rendimento independe da natureza do sistema ou da substantia 
empregada como agente. 



10,5 — A escala termodinamica de temperatura 

As unicas caracteristicas das fontes quente e fria que entram no ciclo de Carnot sao as 
respectivas temperaturas T, e T 2 , que especificam as isotermas empregadas. O rendimento 
7j B , de uma maquina de Carnot operando entre essas duas fontes, dado pela (10.4.1), deve 
representar portanto, conforme acabamos de ver, uma funcao universal de Tj e T 2 , indepen- 
dente das propriedades especificas do sistema ou do agente empregado na maquina de Carnot. 
Devemos ter, portanto, para qualquer maquina de Carnot [cf. (10.4.1)], 
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(10.5.1) 



Figura 10.12 — Ciclos de Carnot 



onde f e uma tungao universal, no sentido acima. 

Consideremos, alem das duas adiabaticas e duas 
isotermas T v T 2 no piano (P, V) que defmem um dado 
ciclo de Carnot, mais uma terceira isoterma qualquer 
T 3 , que intercepta as duas adiabaticas nos pontos c, f, 
conforme ilustrado na Fig. 10.12. Podemos construir 
tres ciclos de Carnot, abed, dcef e abef com essas iso- 
termas e adiabaticas. Sejam Qj, Q 2 e Q3 as quan- 
tidades de calor associadas as porgoes isotermicas 
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desses ciclos, ab. cd e ef, respectivamente (note que o ciclo abef pode ser considerado como 
resultante de percorrer sucessivamente abed e dcef, onde Q, e transferido em cd e removido 
em dc). Aplicando a (10.5.1) a cada ciclo, vem 



<^3 



Q,/Q 3 



Q 2 /Q 3 



f(T„T 2 ; 



«T 2 ,T 3 ) 



(10.5.2) 



Como T 3 pode ser escolhido de forma arbitraria, a (10.5.2) so e possi'vel se o 2° membro 
e efetivamente independente de T 3 , ou seja, a funcad universal f tern de ser da forma 



Qi - fir r i - F ^ r i) 



(10.5.3) 



o que leva a propriedade (10.5.2) qualquer que seja T 3 . Na (10.5.3), F(T) e uma funcao universal 
da temperature, independente das propriedades especificas de qualquer substantia. 

Conforme foi percebido por Kelvin, esta e a situacao ideal para permitir a introducao de 
uma escala termodinamica absoluta de temperatura, que nao so nao depende de propriedades 
especificas de uma dada substantia, como a escala termometrica empirica de mercurio, por 
exemplo (pag. 160), mas tambem independe da existencia e propriedades de uma classe de 
substancias, como os gases, na qual se baseia a escala de gas ideal (pag. 162). 

Definimos esta nova escata absoluta de temperatura t escolhendo a funcao F na (10.5.3) 

por 



F(t) =t t 



ou seja, 



(10.5.4) 



(10.5.5) 



Entretanto, isto define apenas a razao de duas temperaturas absolutas. Em principio, 
para medi-la, bastaria medir as quantidades de calor trocadas com fontes a essas temperaturas 
num ciclo de Carnot. 

Para definir completamente a escala absoluta, basta atribuir urn valor a uma dada 
temperatura de referenda padrao, que se escolhe como a do ponto triplo da agua (pag. 162), 
a saber, 

r fr =273, 16 K 

A temperatura termodinamica absoluta x de um corpo qualquer fica entao definida atraves 
de uma maquina de Camot que opere entre a temperatura deste corpo e a do ponto triplo, 
por 



% 



Qtr 



(10.5.6) 
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Identidade entre a escala termodinamica absoluta e a escala de gas ideal 

Vamos mostrar agora que a escala termodinamica absoluta de temperatura, que acabamos 
de defmir, coincide com a escala de gas ideal, definida na Secao 7.4. 

Para isto, vamos calcular o rendimento do ciclo de Carnot para o sistema descrito a pag. 
212, tomando como agente urn gas ideal, cujas propriedades serao expressas na escala 
termometrica de gas ideal, que vinhamos utilizando ate aqui (temperatura T). 

Para calcular Q, e Q, neste caso, basta notar que, como a energia interna de um gas ideal 
nao varia ao longo de uma isoterma [cf. (9.2.11)], Q e igual ao trabalho realizado isotermica- 
mente, que e dado pela (9.1.15). Logo, para a expansao isotermica a -> b na Fig. 10.9, 



(10.5.7) 



Analogamente, como Q, > 0 com a convencao de sinal usada na (10.4.1), 



Q 2 = nRT 2 In; 



(10.5.8) 



corresponde a compressao isotermica c ■ 
(10.5.7) pela (10.5.8), vem 



■ d na Fig. 10.9. Dividindo membro a membro a 



(10.5.9) 



Q, T z \n(VJV d ) 

Por outro lado, ao longo das adiabaticas b^ced-^a, VeT estao relacionados, para um 
gas ideal, pela (9.4.11), que da 



(10.5.10) 



Logo, Vy V B = V c /V d , de modo que os termos logaritmicos no numerador e denominador 
da (10.5.9) se cancelam, levando a 





= V/" 1 T 2 
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Q 2 





(10.5.11) 



onde Tea temperatura da escala de gas ideal. 

Comparando a (10.5.11) com a (10.5.5), e notando que t„. = T tr = 273,16 K (cf. pag. 162), 
concluimos finalmente que 



3 



(10.5.12) 

ou seja, a escaJa terniodinamica absoluta de temperatura coincide com a escala de gas ideal, 
conforme ja se havia mencionado na Secao 7.4. 

Finalmente, substituindo a (10.5.11) na (10.4. 1), obtemos a solucao do problema que 
Carnot se havia proposto: se T, e T 2 sao as temperaturas absolutas das fontes quente e Ma, 
respectivamente, o maximo rendimento de um motor termico operando entre elaseo rendimento 
de uma maquina de Carnot, dado por 



1» 



= l3 
X, 



(10.5.13) 
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Conforme Carnot afirmou em 1824: "A potencia motriz do fogo e independente dos 
agentes utilizados para aproveita-la: e determinada exclusivamente pela temperatura dos 
corpos entre os quais se produz uma transferencia de calor". 0 que Carnot chama de "potencia 
motriz"" e o rendimento. 

Como foi mencionado no final da Secao 10.4, o ciclo de Carnot pode ser realizado 
utilizando, em iugar de urn gas, qualquer outro agcnte, tal como, por exemplo, uma mistura 
de liquido e vapor em equilfbrio, nos processos de vaporizacao e condensacao. Conforme e 
bem conhecido, durante o processo de vaporizacao a uma dada temperaturaftemperatura de 
ebulicao), a pressao permanece constante (pressao de vapor}, e a absorc ao de calor e utiiizada 
para aumentar a proporcao de vapor na mistura (calor latente de vaporizacao), ate que todo 
o liquido esteja vaporizado. 0 inverso ocorre durante a liquefacao. 



Assim, o diagrama IP, V) de um ciclo de Carnot 
com este sistema teria a forma ilustrada na Fig.10.13 
(compare com a Fig. 10.9). A porcao a b corres- 
ponde a vaporizacao isotermica a temperatura I, e 
pressao de vapor P,,ec^dS condensacao isotermica, 
a temperatura I, e pressao de vapor P, ; b -» c e d -> a 
continuam correspondendo a uma expansao e uma 
compressao adiabaticas, respectivamente. 
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a 


T' h 


p, 
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Este ciclo definiria uma maquina a vapor ideal, Figura 10.13 — Ciclo de Carnot de 
de eficiencia maxima, em que a -» b representaria a ma '9 uina a rapor ideal 
vaporizacao na caldeira e c -» d a condensacao no condensador. Numa maquina a vapor real, 
esquematizada na Fig. 10.1, a porcao d^ae substituida pela transferencia do condensador 
a caldeira produzida pela bomba de alimentacao, apos o que a agua ainda tem de ser aquecida 
na fornalha ate a temperatura Este processo e irreversivel, bem como muitos outros que 
nao foram levados em conta (atrito entre o pistao e o cilindro, conducao de calor, etc.), de 
modo que o rendimento de uma maquina a vapor real e muito inferior ao ideal, dado pela 
(10.5.13). 

Exemplo: Suponhamos que a caldeira de uma maquina a vapor esteja a 180°C (T, » 453 K) e 
que o vapor escape diretamente na atmosfera, conforme acontece numa locomotiva a vapor. 
Isto significa que a pressao de vapor P 2 na Fig. 10.13 e igual a pressao atmosferica, a qual a 
temperatura de ebulicao da agua e de 100°C, de modo que T, - 373 K. Pela (10.5.13), o 
rendimento maximo ideal seria 



r«0,18 



T, 453 

ou seja, de cada 100 calorias geradas na caldeira, somente 18 no maximo estariam produzindo 
trabalho util. Na pratica, o rendimento atingido seria pouco mais da metade deste valor. 

A vantagem do condensador numa maquina a vapor e nao somente evitar que o vapor 
se perca na atmosfera, permitindo recicla-lo cm circuito fechado, mas tambem permitir que 
ele seja resfriado (por exemplo, por agua corrente, numa serpentina) a uma temperatura T 2 
proxima da temperatura ambiente, T, ~ 300 K . Isto aumenta o rendimento ideal, no exemplo 
acima, para 

^ Ao,33 



T, 453 

ou seja, permite quase duplica-lo. 
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Como e dificil, na pratica, utilizar uma fonte Ma a temperatura menor que a ambiente, 
procura-se aumentar o rendimento por elevacao da temperatura da fonte quente. Assim, 
elevando-a para 400=C, o rendimento ideal passa a (T t - r 2 )/T, = 370/673 =» 55% . Hoje em dia, 
com turbinas a vapor especiatmente projetadas, atingem-se rendimentos proximos de 50%. 
A eficiencia de um motor de automovel a gasolina e - 25%; a de um motor Diesel e - 40%. 

Zero absolute 

A (10.5.6) se aplica obviamente a temperaturas T abaixo de T tr = 273,16 K, que sao definidas 
por 

T = ^-0 (10.5.14) 

Qrr 

onde Qeo calor transferido isotermicamente a temperatura T da fonte fria (T < T (r ) entre duas 
adiabaticas, num ciclo de Carnot entre T e T tr . 

O menor valor posslvel de Q, obtido fazendo Q->0, define portanto o menor valor posslvel 
de T, a temperatura zero absolute. Por conseguinte, um sistema estaria a temperatura zero 
absoluto se um processo isotermico reversivel nessa temperatura ocorresse sem transferencia 
de calor (Q = 0). Logo, no zero absoluto, isotermas e adiabaticas se confundiriam. 

Pela (10.5.13), a eficiencia ideal de uma maquina termica so poderia atingir 100% se 
pudessemos utilizar como fonte fria um reservatorio termico a temperatura zero absoluto 
(T 2 = 0). 

Uma serie de consideracoes, que nao podemos desenvolver aqui, levou a formulagao da 
3? lei da termodinamica: N&o e possivel, por qualquer serie fin/fa de processos, atingir a 
temperatura zero absoluto. Logo, e imposslvel, mesmo em principio, existir uma maquina 
termica 100% eficiente. 

Temperaturas inferiores a de milikelvin (T < 0,001 K) ja foram atingidas por tecnicas 
especiais. 

10,6 — 0 teorema de Clausius 

Vimos na (10.5.11) que, quando uma maquina termica executa um ciclo reversivel entre dois 
reservatorios termicos de temperaturas X, e T, (ciclo de Carnot), vale a relacao 

^l = 2i (10.6.1) 

T, T, 

onde Qi > 0 e a quantidade de calor fornecida ao sistema pela fonte quente e Q 2 > 0 e a 
quantidade de calor fornecida pelo sistema a fonte fria. Esta convencao de sinal para Q 2 , 
conforme foi enfatizado a pag. 207, e oposta a que havia sido adotada desde a Secao 8.5 (pag. 
177). 

Vamos agora (e daqui por diante) voltar a convencao da Secao. 8.5, segundo a qual Q 
sempre representa a quantidade de calor fornecida ao sistema. Por conseguinte, na (10.6.1), 
devemos fazer a substituicao Q 2 -> - Q 2 , o que leva a 



Qi. 

T, 



r, t 2 t 

num ciclo de Carnot [reversivel) 



(10.6.2) 
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Vamos mostrar agora que um resultado analogo 
vale para quslquer ciclo reversivel. ou seja, qualquer 
transformacao reversfvel representada por um 
caminho Cfechado (Fig. 10.14} num diagrama (P, V) 
(por exemplo). 

A ideia basica da demonstracao consiste em 
reduzir C a uma sucessao de ciclos de Carnot infini- 




Figura 10.14 — Cammho fechado 



tesimos, para os quais vale a (10.6.2). Como primeiro passo, vamos mostrar que se pode 
substituir uma pequena porcao de C por um caminho formado por porcoes de uma isoterma 
e duas adiabaticas, sem alterar o trabalho AW e o calor AQ associados com essa porcao de C. 

Com efeito, consideremos uma pequena porcao 
de C entre os pontos i e f, bem como as adiabaticas 
quepassam por i e f, e seja ab (Fig. 10.15) uma porcao 
de isoterma situada entre essas duas adiabaticas, 
escolhida de tal forma que a area entre o caminho ia + 
ab + bf e o eixo dos V (sombreada na figura), que r-e- 
presenta o trabalho AW iabr associado a esse caminho 
(pag. 180), seja igual a AW if , o trabalho associado ao 
arco if ao longo de C (area entre if e o eixo dos V). 

Temos entao, por construcao, 




Figura 10.15 — Substituifao de caminho 



AW, b ,=AW, 



(10.6.3) 



Como a variacao de energia interna AU= U,- U,, e a mesma ao longo dos dois caminhos, 
porque so depende dos pontos inicial e final, a 1? lei da termodinamica (8.5.4) da AQ jaW = AQ if . 
Mas, como ia e bf sao porcoes de adiabaticas, temos AQ ia = AQ U = 0 de modo que fica 

AQ sb = AQ S (10.6.4) 

ou seja, o calor transferido ao longo de if e o mesmo que ao longo da isoterma ab. 

Seja S o sistema que descreve o ciclo C. Vamos introduzir um sistema auxiiiar S' r que 
pode ser pensado como uma maquina de Carnot operando entre o sistema S e um reservatorio 
termico auxiiiar a temperature T 0 , que, para fixar as ideias, escolhemos como fonte quente, 
tomando T 0 superior a todas as temperaturas atravessadas por S ao percorrer o ciclo C. 

Podemos imaginar C recoberto por um conjunto 
de adiabaticas (em linha interrompida na figura 10.16) 
e de isotermas (cm linha cheia na Fig. 10.16), escolhi- 
das da forma explicada na Figura 10.15. 

Assim, por exemplo, para a expansao isotermica 
a -» b a temperatura T que substitui o pequeno trecho 
i -» f de C, e preciso fornecer a S o calor 

AQ = AQ ab = AQ if (10.6.4) 
Para fornecer AQ a S, utilizamos a maquina de 
Carnot S'ftmcionando como motor termico entre S 
como fonte fria, correspondendo ao trecho ab a 
temperatura T, e a fonte quente a temperatura J 0 > T. A quantidade de calor AQ'fornecida 
pela fonte quente a S'para que ela transfira AQ a S e dada pela (10.6.1): 

















i'i \ \ i 


• \c 




44, \ \ 






VV.c \ 


- — : — - V 


0 







Figura 10. 16 — Adiabaticas e isotermas 



AQ' = T 0 f 



(10.6.5) 
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o que tambem equivale a (10.6.2), pois - AQ e a quantidade de calor que S"'recebe" da fonte 
fria S. 

Num trecho como c -> d, percorrido cm sentido oposto a a ->b (Fig. 10.16), continua 
valendo o mesmo resultado, mas AQ e AQ'sao ambos < 0, e a maquina de Carnot S'funciona 
como reffigerador, entre S como fonte fria, a temperatura T'da isoterma cd, e a fonte quente 
a temperatura T 0 . 

Se formos aumentando o numerO de adiabaticas que recobrem C, formando uma malha 
cada vez mais frna, podemos passar ao limite em que as trocas de calor sao infinitesimais, 
com AQ -> d'Q (diferencial inexata), AQ'-» d'Q', e a quantidade total de calor Q'removida da 
fonte quente, ao longo de todo o ciclo C, e dada por 



onde § c indica a integral ao longo do ciclo C. 
Pela (10.6.5), 



(10.6.6) 



Note que a temperatura T varia ao longo de cada porcao infinitesimal de C, e representa 
sempre a dos trechos infinitesimais de isotermas pelos quais substituimos trechos 
correspondentes de C. Como essas isotermas fazem parte dos ciclos de Carnot da maquina 
de Carnot S', podemos dizer que Te a temperatura do sistema auxiliar S' durante a transferencia 
a S da quantidade de calor d'Q. 

Completado o ciclo C, tanto S como S'voltaram aos seus estados iniciais, e o unico efeito 
resultante do ciclo e remover a quantidade de calor Q'da fonte quente a temperatura T 0 e 
realizar uma quantidade de trabalho equivalente (area interna ao ciclo C; cf. pag. 180). Pelo 
enunciado de Kelvin da 2." lei (pag. 207), isto so e possivel se for Q'< 0, ou seja, pela (10.6.6), se 

f ^SfiO (10.6.7) 
Jc T 

Se o ciclo C e reversivel, o mesmo raciocinio pode ser repetido com C descrito em sentido 
inverso (cada d'Q ->- d'Q), o que da 

_| — £D (10.6.8) 
Jc T 

Combinando as (10.6.7) e (10.6.8), obtemos o teorema de Clausius, que generaliza a (10.6.2), 



| = 0 para C reversivel 



(10.6.9) 



Para que C seja reversivel, todas as trocas de calor d'Q tern de ser feitas isotermicamente, ' 
como vimos, de modo que S precisa estar a temperatura TdeS'durante a troca. Logo, para C 
reversivel, T tambem representa a temperatura do sistema S durante a troca de calor d'Q. 

Para demonstrar a (10.6.7), nao foi utilizada a hipotese da reversibilidade de C. Ela so 
entrou quando passamos da (10.6.7) a (10.6.8). Logo, se C e irreversivei, a (10.6.7) permanece 
valida, e e chamada de desigualdade de Clausius: 



| < 0 para C irreversivei 



(10.6.10) 
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Neste caso, so e valida a interpretacao de T como temperatura do sistema auxiliar S' 
durante a transferencia de d'Q a S. No caso irreversi'vel, a temperatura de S pode ate nao ser 
bem definida ao longo de C. 

Exemplo: Dadas uma fonte quente a temperatura T, e uma fonte fria a temperatura T 2 < T,, 
vtaos que o rendimento [cf. (10.3.3). (10.3.4)] de uma maquina termica reversfvel (de Carnot) 
operando entre essasfontes e dado pela (10.5.13), 

W R Q w -Q,p . Q,„ , T, 
"fl=7T-= n = 1 n =1 't (10.6.11) 

onde o mdice J? significa "reversivel". A ultima igualdade resulta da (10.5.11) que, como vimos, 
com Q 2 -»- Q 2 , equivale a (10.6.2), ou seja, ao teorema de Clausius neste caso. 

Vimos tambem que a eficiencia i), de uma maquina termica real, como uma maquina a 
vapor, por exemplo, e sempre menor (na pratica, bem menor) que jj s , devido a irreversibilidade, 
ou seja, (o indice 1 signiflcando "irreversi'vel"), 

Isto significa, por exemplo, que a maquina real, funcionando como motor termico, produz 
menos trabalho que a ideal (de Carnot), para a mesma quantidade de calor removida da fonte 
quente (se Qu = Q lR , tem-se Wj < W R , ou seja, uma quantidade de calor Q 2 , > Q 2R e 
desperdicada). 

A (10.6.12) equivale a 

9iL > jLl9iL^Q 



Qu Ti [ T, T, 



(10.6.13) 



na notacao em que Q,, > 0 . Voltando a convene ao da Secao 8.5, com Q 2 , ^ - Q n , a (10.6.13) 

fica 

-% L >^\^ + %^<0 (10.6.14) 
2 *i I ■ 1 i 

o que ilustra a desigualdade de Clausius (10.6.10) neste caso 



10,7 — Entropia, Processos reversiveis 

A consequencia mais importante do teorema de Clausius e a existencia de uma nova fungao 
de estado associada a urn estado de equilibrio termodinamico de um sistema, a entropia. Da 
mesma forma que a 1? lei da termodinamica corresponde a existencia da energia interna U 
como funcao de estado, a 2." lei corresponde a existencia da entropia. 

Sejam i e fdois estados de equilibrio termodinamico de um sistema. Em geral, podemos 
passar de i para fpor diferentes caminhos (processos), como 1 e 2 na Fig. 10.17. Vamos supor 
esses caminhos reversiveis, o que denotaremos indicando por d'Q R (R = reversivel) as trocas 
de calor infinitesimas ao longo deles. 

Decorre entao do teorema de Clausius o seguinte resultado: 
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Figura 10.17 — Caminhos reversiveis 
sius (10.6.9) da 



A integral 



[ <?Qr 
J T 



tern o mesmo valor para todos os caminhos reversiveis 
que ligam os estados de equilibrio termodinamico 

ief. 

Com efeito, se formos de i para f pelo caminho 1 
e voltamos de f para i pelo caminho 2, teremos descrito 
um ciclo reversivei, de modo que o teorema de Clau- 



jd'Q R r dy„ 



d'Qn 



(10.7.1) 



onde os indices (1) e (2) a esquerda das integrais indicam qual e o caminho reversivei 
empregado. Como 



(2)f 



(2)f 



a (10.7.1) equivale a 




(10.7.2) 



(10.7.3) 



Como 1 e 2 sao dois caminhos reversiveis quaisquer, concluimos que a integral e 
independente do caminho, o que demonstra o resultado. 

Voltamos portanto a ter uma situacao analoga a da energia potencial na mecanica (1, 
Secao 7.3) e da energia interna (Secao 8.5), o que nos permite, como naqueles casos, definir 
uma funpao de estado do sistema, cujo valor e defmido a menos de uma constante aditiva 
arbitraria. Como a integral so depende dos extremos i e f, se escolhermos um estado inicial 
padrao ela passa a depender somente de f, que podemos identiflcar com o estado de equilibrio 
termodinamico do sistema para o qual queremos calcular o valor da funcao. A arbitrariedade 
da escolha do estado padrao / corresponde a constante aditiva arbitraria: mudar i equivale a 
adicionar uma constante aos valores da funcao. 

Podemos escrever portanto 



•■a 



= S, -Si 



(10.7.4) 



onde Sea nova funcao de estado, introdtizida por Clausius e por ele denominada de entropia 
(do grego "transformacao"). A unidade de entropia no sistema MKS e o joule por grau Kelvin, 
J/K (tambem se emprega cal/K). 

Para um flvido homogeneo, por exemplo, cujo estado e definido por qualquer par das 
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variaveis (P, V, T), dizer que S e uma fungao de estado equivale a dizer que, como na (8.5.3), 
podemos considerar S como fang ao de qualquer desses pares: 



\S = S(P,V); S = S(P,X); S = S[V,T)\ (10.7.5) 



Se a variagao AS = S f - S, : e infinitesimal, a (10.7.4) se escreve 



(10.7.6) 



onde d'Q R e a quanfl'dade de calor infinitesimal fornecida ao sistema num processo reversivel a 
temperatura T. Note-se que d'Q R e uma diferencial inexata (cf. pag. 181), ao passo que dS, 
como dl/, e uma diferencial exata (dS e a diferencial da funcao S). Como se passa de d'Q R a dS 
multiplicando por 1/7", diz-se que 1/T e um fafor integrante para a diferencial inexata d'Q R 
(veremos exemplos abaixo). 

A (10.7.6) pode ser considerada como uma formulacao diferencial da 2" lei, da mesma 
forma que a (8.6.6), 

dU = d'Q-d'W (10.7.7) 

e uma formulacao diferencial da 1? lei (que leva a uma diferencial exata por subtracao de d'Q 
de outra diferencial inexata, d'W). 

Vimos na (8.6. 1) que, para uma transformacao reversivel num fluido, 

d'W R = PdV (10.7.8) 

de modo que, neste caso, 



j d'Qjj =dU + PdV | (10.7.9) 



Casos particulares: 

(I) Transformacao adiabatica reversivel 

E caracterizada por 



ld'Q R =0| (10.7.10) 

Logo, a (10.7.4) da 



AS = S f - S, = 0 (adiabatica reversivel) (10.7.11) 

ou seja, a entropia nao muda numa transformacao adiabatica reversivel. Por isso, uma tal 
transformacao tambem se chama isentropica (a entropia constante). Esta e a explicacao do 
indice S colocado na derivada parcial 3P/3p no calculo da velocidade do som (6.2.14). 



(Id Variacao de entropia numa transigao de fase 

Durante uma transigao de fase, como a vaporizagao (pag. 217) ou a fusao, a pressao e a 
temperatura permanecem constantes, ate que toda a massa m da substancia se tenha 
vaporizado ou fundido. Se T e a temperatura de transigao (ponto de ebuligao, ponto de fusao) 
a pressao considerada, a transigao pode ser efetuada como um processo isotermico reversivel, 
em que o calor e transferido por um reservatorio termico a temperatura T, e a (10.7.4) da 



AS = S f -S 1 =ifd'Q R =^iL 



(10.7.12) 
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0 calor latente i e a quantidade de calor por unidade de massa necessaria para efetuar a 
transicao. Logo, para uma massa m, temos AQ R = ml, e a {10.7.12) fica 



AS=^ 
J_ 



(10.7.13) 



Por exemplo, o calor latente de fusao do gelo a pressao de 1 atm (temperatura de fusao 
0 D C) e de 79,6 cal/g, de modo "que a fusao de 1 kg de gelo produz uma variacao de entropia 

AS = S sjpja - S sel0 = ' a '°_ 3 1U cal / K = 292cal / K - 1220J / K 

(III) Fluido incompresslvel, sem dilatacao 

Se a temperatura de urn fluido incompresslvel, a volume constante, varia de T t para T r , 
qual e a variacao correspondente AS de entropia? 

Seja C a capacidade termica do sistema, que vamos supor constante no intervalo de 
temperatura (T t Tjj, o volume e a pressao permanecendo constantes. Temos entao, para uma 
variacao de temperatura dT, 

d'Q B =CdT (10.7.14) 

Para que o processo seja reversivel, as variacoes de temperatura tern de ser efetuadas da 
forma descrita na Secao 8.6 (pag. 178). A (10.7.4) da-entao 

AS = S f -S ; =cj ' ^ = Cln^ij (10.7.15) 

de modo que podemos tomar, neste caso, 



S = ClnT + constante (10.7.16) 



(IV) Entropia de um gas ideal 

Vamos calcular a entropia molar, ou seja, a entropia por mol, que indicaremos por s. 
Combinando as (10.7.6) e (10.7.9), vem 



„ dU PdV 
dS = — + ^r- 
T T 



(10.7.17) 



o que vale para qualquer fluido. Para 1 moi de um gas ideal, temos pela (9.3.11), 

dU = C v {TW (10.7.18) 
onde C v e a capacidade termica molar a volume constante. 

A equacao de estado (9.1.13) dos gases ideais, para 1 mol, da 

PV = RT (10.7.19) 

e, diferenciando, 

PdV + VdP = RdT (10.7.20) 
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Temos agora varias opcoes, conforme o par de variaveis em funcao das quais queiramos 
exprimir S [cf. (10.7.5)]. 

(a) S como fancao de (V, TJ: 

Substituindo as (10.7.18) e (10.7.19) na (10.7.17), obtemos para a entropia molar 

ds = '=^p-dT,R^- (10.7.21) 



que e efetivamente uma diferencial exata, e da 
ou seja, 



Sf-s,=J '^^d7.+ filial (10.7.22) 



O fato de que ds e uma diferencial exata e uma ilustracao do teorema de Clausius, 
mostrando que 1/T e efetivamente um fator integrante (pag. 223). Assim, embora PdV seja 
uma diferencial inexata, PdV/T = RdV/V e uma diferencial exata. 

Se C, = constante no intervalo de temperatura [T- r T f ) (cf. pag. 198), a (10.7.22) fica 



^ T, f dT + R J^y c J^) + Rj^-) (10.7.23) 



,Vi) {T^ {V, 

Logo, a entropia molar de um gas ideal, como funcao de V e T, e 



s(V,T) = C v lnr + fllnV+ constante (10.7.24) 



Note que, para n moles, os 2.°s membros tanto da (10.7.18), como da (10.7.19) teriam de 
ser multiplicados por n, de modo que 

S(V,T) = ns(V,T) (n moles) (10.7.25) 

ou seja, a entropia e uma grandeza extensiva, proporcional a massa do sistema [cf. (10.7.13), 
(10.7.16)]. O volume Ve outro exemplo de grandeza extensiva, ao passo que variaveis como P 
e T sao grandezas intensivas, cujos valores em equilibrio termodinamico permanecem os 
mesmos se se amplia ou reduz o tamanho do sistema. 

lb) S como funcao de (P, 1) 

Para exprimir ds em funcao de dT e dP, basta eliminar dVna (10.7.17), com o auxilio da 
(10.7.20), que da 

PdV = VdP + RdT 

e, lcvando na (10.7.17), 

ds = ^±fi d T- - dP 

T £ 

pela (10.7.19) 
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ou, lembrando a formula de Mayer (9.3.9), 

c.m 



d5 = ^_ dT . R !lL 

T P 



(10.7.26) 



que e uma diferencial exata, e da 
ou seja, 



r, fj 



S f - Si =J 


r 'C P (T) dT 






T 


UJ 



(10.7.27) 



Se a capacidade termica molar a pressao constante nao varia no intervalo (T,-, T f ) isto da 

(10.7.28) 



s f -Si=Cplnj^f 



-Bin 



ou seja, 

[ s(P, Tj = C P In T - fl In P + constante | (10.7.29) 
Esta relacao tambem decorre imediatamente da (10.7.24), substituindo nela V = RT/P. 

(c) S como fungao de IP, V) 

Substituindo na (10.7.24) Tpor PV/R, obtemos 

s(P, V) = C, ln(PV) + R In V + constante = Q, In P + (Q. + J?) In V + constante 



ou seja, 



s(P,V) = C v 
Finalmente, 



lnP+ ^- InV 

C„ 



+ constante = C„ (In P + 7 In V) + constante 

In(V') 



s(P,V) = C v ln(PV r }+ constante [ (10.7.30) 

Lembrando a (9.4.9), esta expressao mostra explicitamente que urn processo adiabatico 
reversivel e isentropico (10.7.11), ou seja, que a entropia nao se altera num tal processo. 



10,8 — Variacao de entropia em processos irreversi'veis 

Se um sistema sofre uma transformacao inwersfvel de um estado inicial i a um estado final f, 
onde i e f sao estados de equilibrio termodinamico, qual e a variacao de entropia corres- 
pondente? 

Por definicao, ela e dada pela (10.7.4): 
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Logo, para calcular S,- S> e preciso imaginar um processo reversivel que leve de i a f (pois 
na (10.8.1) dQs e uma troca de calor num processo reversiVei a temperatura J) e calcular a 
(10.8.1) usando esse processo. Qualquer processo reversivel pode ser usado, pois o resultado 
independe dele: so depende dos estados i e f. Na pratica, nem sempre e facil imaginar um tal 
processo reversivel. 

Sea variacao de entropia de um sistema ao passar de / para f e a mesma quer ele passe de 
i a f por um processo reversivel ou irreversivel, o que caracteriza a diferenca entre estas duas 
situacSes? Conforme veremos adiante, embora a variacao da entropia do sistema seja a mesma 
nos dois casos, isto nao e verdade para a vizinhanca do sistema. 

(i) Expansao livre 

Numa expansao livre, como vimos (pags. 178, 184), um gas passa de um volume inicial V t 
a um volume final V,- > V ; sem realizar trabalho externo (AW = 0) e sem trocar calor, pois a 
experiencia e realizada num recipiente de paredes adiabaticas (AQ = 0), de modo que AU= 0. 

Em particular, numa expansao livre infinitesima; a (8.6.6) da 

d'Q = 0; d'W = 0; dU = d'Q-d'W = 0 (10.8.2) 

embora seja PdV> 0, o que ilustra a diferenca entre d'W e d'W R = PdV [cf. (10.7.8)1. 

Para calcular AS = Sf- S ir temos de imaginar uma expansao reversivel de V,- a V,, na qual 
AL/= U f - U, = 0. Para um gas ideal isto equivale a AT= 0, de modo que a expansao reversivel 
deve ser isotermica (7>= 1J. Logo, AS e dado pelas (10.7.23) e (10.7.25), com 7} = T f 



AS-Sf-S^nR In 




>0 









Por exemplo, se o gas dobra de volume (V t = 2V,-), e AS = nR In 2. 
Note que, pela (10.7.6), 

d'Q R =TdS>0 (10.8.4) 

no processo reversivel (expansao isotermica), ao passo que d'Q = 0 na expansao livre (10.8.2), 
o que ilustra a diferenca entre d'Q e d'Q R . 

(ii) Difusao de um gas em outro 

Quando destampamos um frasco de perfume, o cheiro se espalha gradualmente pelo 
ambiente, por um processo de difusao do vapor de perfume na atmosfera. Este processo e 
irreversivel: o vapor nao volta espontaneamente a recoiher-se no frasco. 

A Fig. 10.18 ilustra um exemplo simples do processo de difusao. Se, para t = 0, perfuramos 
o diafragma que separa o gas A do gas B, eles se 
difundem um no outro ate que uma mistura homo- 
genea dos dois gases ocupe todo o volume disponi- 
vel2V. 

Podemos pensar neste processo como sendo 
equivalente a expansao livre do gas A de V para 2V 
(embora se tenha o gas B, e nao o vacuo, no outro 

recipiente) ao mesmo tempo em que 0 gas B sofre uma Figura 10.18 — Difusao 
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expansao livre de V para 2 V", o que daria, pela (10.8.3), 



AS = nflin2-ni?In2 = 2nRln2>0| (10.8.5) 

Pode-se justiflcar este resultado construindo um processo reversivel para calcular AS (o 
que nao e simples). Results tambem da teoria cinetica dos gases (Cap. 11) que, numa mistura 
de gases ideais, cada um se comporta como se ocupasse sozinho todo o volume ocupado pela 
mistura (ou seja, como se os outros nao estivessem presentes), o que justifica a analogia feita 
com expansao livre. 



(in) Conducao do calor 

Suponhamos que dois corpos 1 e 2 a tempe- 
raturas diferentes, com T t > T 2 , sao colocados em 
contato termico (Fig. 10.19) dentro de um recipiente 
de paredes adiabaticas. Sabemos que o calor flui de 1 
para 2, e que se trata de urn processo irreversivel. 

Para calcular a variacao de entropia associada a 
transferencia de uma quantidade infinitesima de ca- 
lor, e preciso imagina-la efetuada de forma reversivel. 
Podemos remover reversivelmente uma quantidade de calor d'Q R de 1 a temperatura Tj por 
contato termico com um reservatorio a essa temperatura e transferir d'Q R para 2 pelo mesmo 
metodo, utilizando um reservatorio a temperatura T 2 . A variacao de entropia associada a 
essa transferencia e 




Figura 10.19 — Contato termico 



>0 



(10.8.6) 



Se os dois corpos tern a mesma massa m e o mesmo calor especifico c, sabemos que, 
quando for atingido o equilibrio termico, a temperatura final comum sera (por que?) 



T f =-(T 1+ T 2 ) 



(10.8.7) 



Para calcular a variacao de entropia do sistema entre a situacao inicial e a final, basta 
baixar a temperatura de 1 de 7^ -> T f e elevar a de 2 de T 2 -» 7} por um processo reversivel. 
Isto podeser feito atraves de contatos termicos com uma sucessao de reservatorios cuja tem- 
peratura varia gradualmente (por gradacoes infinitesimas) entre os extremos, como explicado 
a pag. 181. O calculo e semelhante ao do exemplo (III) da pag. 224, com d'Q R = mcdT: 

AS = AS 1 + AS 2 = } r '^ + } T '^ 



r ' dT f ' dT 
— + mc\ — - 
J T J T 



lnl & +ln ^ 



(10.8.8) 



= mc lnl —I— | = 2mcln 
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Substituindo i,pela (10.8.7), vem finalmente: 



AS = 2mcln 




>0 



(10.8.9) 



pois a media aritmetica, com r, * T,, e sempre maior que a media geometrica. 

A (10.8.9) tambem da a variacao de entropia quando se misturam duas massas iguais m 
do mesmo fluido de calor especifico c, inicialmente a temperaturas diferentes T, e T z . A 
temperature final ainda e dada pela (10.8.7), e a (10.7.15) leva ao mesmo resultado. 
Exemplo: Mistura-se 1 1 de agua a 270°C com 1 1 de agua a 90°C. Qual e a variacao de entropia? 
Neste caso, m = 1 kg, c = 1 kcal/kgK = 4,186 x 10 3 J/kg K, T, = 300 K, Tj = 363 K, e a (10.8.9) 



onde Tea temperatura do corpo que transfere d'Q ao sistema considerado. 

Quando C e reversivel, a integral se anula. Quando a integral se anula, nao existe nenhuma 
razao termodimmica para que C nao seja reversivel, embora possa ser dificil, na pratica, 
inverter o ciclo. Por isto, vamos identificar a irreversibilidade com urn valor negative/ da inte- 
gral: 



da 




10,9 — 0 prinripio do aumento da entropia 

Voltemos agora a desigualdade de Clausius (10.6.10): 




(10.9.1) 



4p < 0 C irreversivel 



(10.9.2) 



Sejam agora (fl) e (1) dois caminhos diferentes, o 
1° reversivel e o 2.° irreversivel ligando dois estqdos 
de equilibrio termodinamico (Fig. 10.20, onde I foi 
representado em pontilhado, porque nao precisa 
passar por estados de equilibrio). Entao, iSf + fli de- 
fine um ciclo C irreversivel e a (10.9.2) da 




p t 



P, 



■f 



Figura 10.20 — Caminhos reversivel e 
irreversivel 




(10.9.3) 
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onde invertemos o sentido de CR) com troca de sinal, o que e permitido gracas a reversibilidade 
de (R), e utilizamos a (10.7.4). 
A (10.9.3) da 



j ^9- < S f - S, = AS I irreversivel 



ou, de forma mais geral. 



= AS 



(< se irreversivel) 
(= se reversivel) 



Em forma diferencial, 



d'Q<TdS 



(10.9.4) 



(10.9.5) 



(10.9.6) 



onde o sinal de = so vale para d'Q R [cf. (10.7.6)]. 

Em particular, para um sistema termicamente isolado, ou seja, urn sistema contido dentro 
de um recipiente de paredes adiabaticas, temos 

d'Q = 0 (10.9.7) 

(nao ha trocas de calor com o exterior), e a (10.9.6) ou (10.9.5) da 



AS > 0 sistema isolado 



(10.9.8) 



que e o prindpio do aumento da entropia: A entropia de um sistema termicamente isolado 
nunca pode decrescer: nao se altera quando ocorrem processos reversiveis, mas aumenta 
quando ocorrem processos irreversiveis. 

Exemplos: Vimos na Secao 10.8, (i), (ii) e (iii), diversos exemplos de processos irreversi- 
veis em sistemas termicamente isolados. Em todos os casos, calculamos AS e mostramos que 
AS > 0 [cf. (10.8.3), (10.8.5), (10.8.6) e (10. 8.9)]. 

Num sistema isolado, e o principio de aumento da entropia que permite dizer em que 
sentido devem ocorrer os processos naturais, ou seja, aqueles que se produzem esponta- 
neamente na natureza (Secao 10.1): e sempre no sentido em que a entropia do sistema isolado 
aumenta. Assim, na expansao livre, o gas tende a ocupartodo o volume dispom'vel; dois gases 
diferentes se misturam (difusao mutua); o calor passa de um corpo a temperatura mais alta 
para outro a temperatura mais baixa (conducao). 

O atrito sempre tende a trear corpos em movimento, convertendo energia cinetica em 
calor (Segao 10.1), porque este e o sentido em que a entropia aumenta, com d'Q > 0 => dS > 0, 
ou seja, com geracao de calor a partir de energia mecanica. 

Como conseqiiencia do principio de aumento da entropia, o estado de equllibrto de um 
sistema isolado e o estado de entropia maxima. 

Podemos sempre procurar ampliar o sistema considerado acrescentando-lhe uma 
vizinhanca suflcientemente ampla para que o conjunto sistema + vizinhanca constitua, com 
boa aproximafao, um sistema isolado. Assim, para experiencias na escala terrestrc, scria em 
geral amplamente suficiente abarcar como vizinhanca todo o sistema solar. O sistema isolado 
obtido quando se amplia suflcientemente a vizinhanca para que sejam levadas em conta todas 
as variacoes de entropia resultantes de um dado processo costuma ser chamado de "universo". 
Este nome nao tern a conotacao de universo no sentido cosmologico (ao qual, alias, os 
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resultados nao seriam estritamente aplicaveis); conforme mencionado acima, o "universo" 
pode ser identificado com o sistema solar para a maioria dos processos na escala terrestre. 
Com este entendimento, a (10.9.8) se aplica ao "universo", e o principio de aumento da entropia 
tern a seguinte formulacao: A entropia do universo nunca decresce: nao e afetada por processos 
reversiveis e cresce em processos irreversiveis. 

Neste sentido, quando um sislema Iroca (recebe ou fornece) reversivelmente calor d'Q R 
com um reservatorio a temperatura T, a entropia do sistema varia de d t S = d'Q R /T (> 0 ou < 0 
conforme o sinal de d'Q s ), mas, em compensacao, a entropia do reservatorio (vizinhanca) 
varia de d,S = - d'Q s /T, de modo que a entropia do universo nao e alterada por este processo 
reversivel: 



E sempre possivel diminuir a entropia de um dado sistema a custa de um aumento no 
m/n/mo equivalente da entropia da vizinhanca desse sistema. 

0 principio do aumento da entropia e equivaiente a 2" lei da termodinamica. Com efeito, 
vimos que ele decorre da 2." lei, e e facil ver que a 2." lei decorre dele. Enuiiciado de Clausius: 
Se fosse possivel realizar um processo cujo unico efeito fosse transferir calor AQ de um corpo 
mais frio (temperatura T 2 ) a um corpo mais quente (temperatura T,), a variacao de entropia 
do universo seria 



contradizendo portanto o principio do aumento da entropia. Enunciado de Kelvin: Se existisse 
um processo cujo unico efeito fosse remover calor AQ de um unico reservatorio a temperatura 
T, convertendo-o em trabalho, a variacao de entropia do universo correspondente seria 

AS = -AQ/T<0 
violando o principio do aumento da entropia. 

Degradacao da energia 

Podemos agora responder a pergunta colocada a pag. 227: se a variacao de entropia de um 
sistema ao passar de um estado de equilibrio i para outro estado de equili'brio f e a mesma 
quer isso ocorra por um processo reversivel on irreversivel, que diferenca isto faz? 

O principio do aumento da entropia mostra que a diferenca esta no aumento da entropia 
do universo no caso irreversivel. Do ponto de vista pratico, conforme vamos ver, isto 
corresponde em geral a um desperdkio de energia que, em principio, poderia ter sido utilizada. 

Com efeito, comparemos por exemplo, a expansao livre de um gas ideal de V, a V, (processo 
irreversivel), com sua expansao isotermica reversivel do mesmo estado inicial ao mesmo estado 
final (Secao 10.80)). 

Na expansao isotermica, que utilizamos para calcular a variagao de entropia (10.8.3), o 
gas realiza um trabalho W,_, f dado pela (9.1.15): 



que e igual ao calor AQ absorvido do reservatorio na expansao (At7 = 0). Como o processo e 
reversivel, o que indicaremos pelo indice superior R, AS" (vizinhanca) = AS B (reservatorio) 
= - AS S (gas), de modo que 



dS = d,S + d 2 S = d'Q fl / T- d'Q B / T = 0 



AS 




<0 




(10.9.9) 
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AS B (universo) = AS" (gas)+AS R (vizinhanca) = 0 (10.9.10) 
0 trabalho VV ; „ f na expansao reversivel pode 
em principio ser utilizado para levantar um peso ou 
para comprimir uma mola (Fig. 10.21), onde fica 
armazenado sob a forma de energia potencial e pode 
ser reconvertido em trabalho mecanico. 

No processo irreversivel de expansao livre, nao 
ha troca de calor com a vizinhanca, de modo que (I = 
irreversivel) 

AS 1 (vizinhanca) = 0 (10.9.11) 
Figure 10.21 — Expansao reversivel a0 p ass0 que 

AS' (gas) = AS fl (gas) = ni?ln^j (10.9.12) 

pela (10.8.3). Logo, 

AS' (universo) = AS R (gas) +AS' (vizinhanca) = AS B (gas) > 0 (10.9.13) 
e nao e realizado trabalho na expansao livre (Wj_,/=0 ). 

Logo, no case* irreversivel e desperdicada uma quantidade de trabalho [cf. (10.9.9), (10.9. 12)] 



| yy Mf = AQ = TAS' (universo) | (10.9.14) 

que poderia ter sido utilizada se a transformacao tivesse sido efetuada de forma reversivel. O 
aumento de entropia do universo no processo irreversivel reflete uma degradavau de energia. 

Consideracoes analogas se aplicam a outros processos irreversiveis. Na conducao de 
calor, quando dois corpos em contato termico equilibram sua temperatura, esta havendo 
degradacao de energia, pois poderiamos utilizar a diferenca de temperatura para acionar um 
motor termico, cujo rendimento seria maximo no caso reversivel (maquina de Carnot). No 
caso de atrito, a dissipacao de energia mecanica pela conversao em calor e obvia. 

Esta e a conexao entre a 2? lei da termodinamica e os esforcos no sentido de evitar o 
desperdicio de energia (questao (v) da Secao 10.1). 

No Capitulo 12, discutiremos a interpretacao microscopica da entropia, que permite 
compreender de forma mais aprofundada a conexao entre a 2? lei da termodinamica e o 
problema da "seta do tempo". 




PROBLEMAS DO CAPITULO 10 

1. Demonstre que duas adiabaticas nunca podem se cortar. Sugestao: Supondo que isto 
fosse possivel, complete um ciclo com uma isoterma e mostre que a 2? lei da termodinamica 
seria violada se um tal ciclo existisse. 

■ 2. Uma usina termoeletrica moderna opera com vapor de agua superaquecido, a 
temperaturas da ordem de 500°C, e e resfriada com agua de rio, tipicamente a 20°C. 
Devido a inumeros tipos de perdas, a eficiencia maxima que se consegue atingir na pratica 
e da ordem de 40%. Que fracao.da eficiencia maxima idealmente possivel para esses 
valores isto representa? 
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3. Chama-se coeficiente de desempenho K de urn refrigerador a razao Q,/W, onde Q 2 e a 
quantidade de calor removida da fonte fria (congelador) e W o trabalho fornecido pelo 
compressor, por ciclo de refrigeracao. (a) Para urn refrigerador de Carnot ideal, exprima 
K em funcao das temperaturas Tj e T 2 das fontes quente e fria, respectivamente. {b) 
Exprima if em funcao da eficiencia da maquina de Carnot obtida operando o refrigerador 
em sentido inverse, [c) Um dado refrigerador domeslico Lem coeficiente de desempenho 
40% do ideal; o motor do compressor tem 220W de potencia e o congelador e mantido a 
-13=C Para uma temperature ambiente de 27°C, qual e a quantidade de calor removida 
do congelador, em 15 min de funcionamento do motor? Que quantidade de gelo ela 
permitiria formar, partindo de agua a uma temperature proxima de 0°C? O calor latente 
de fusao do gelo e 80 cal/g. 



4, Um mol de um gas ideal diatomico [y = 7/5) 
descreve o ciclo ABCDA (Fig. P.l), onde P e me- 
dido em bar e V em 1. (a) Calcule a temperature 
nos vertices, (b) Calcule a eficiencia de um molor 
termico operando segundo esse ciclo. (c) Com- 
pare o resultado (b) com a eficiencia maxima ideal 
associada as temperatures extremas do ciclo. 




5. Um gas ideal com /= 5/3 sofre uma expansao isotermica em que seu volume aumenta de 
50%, seguida de uma contracao isobarica ate o volume inicial e de aquecimento, a vo- 
lume constante, ate a temperatura inicial. (a) Calcule o rendimento deste ciclo. lb] Com- 
pare o resultado com o rendimento de um ciclo de Carnot que opere entre as mesmas 
temperatures extremas. 



Um gas ideal de coeficiente adiabatico y e sub- 
metido ao ciclo ABCA da Fig. P.2, onde AB e um 
segmento de reta. (a) Calcule o rendimento. (b) 
Mostre que ele e menor do que o rendimento de 
um ciclo de Carnot operando entre as mesmas 
temperatures extremas. 
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Figura P.2 



7. Numa maquina termica, o agente e um gas ideal 
de coeficiente adiabatico y, que executa o ciclo 
da Fig. P.3, onde BC e uma adiabatica e CA uma 
isoterma. (a) Calcule o rendimento em funcao de 
re y. (b) Exprima o resultado em fungao da razao 
p= Tj/Tj entre as temperaturas extremas. (c) Para 
7= 1,4 e r = 2, qual e a razao entre o rendimento 
obtido e o rendimento de um ciclo de Carnot que 
opere entre T t e T 2 ? 




Figura P.3 
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A Fig. P. 4, onde ABeCD sao adiabaticas, repre- 
senta o ciclo de Otto, esquematizacao idealizada 
do que ocorre num motor a gasolina de 4 tem- 
pos: AB representa a compressao rapida 
(adiabatica) da mistura de ar com vapor de 
gasolina, de um volume inicial V 0 para Vg/r (r = 
taxa de compressao); BC r-epresenta o aque- 
cimento a volume constante devido a ignicao; CD 
e a expansao adiabatica dos gases aquecidos, 
movendo o pistao; DA simboliza a queda de 
pressao associada a exaustao dos gases da 
combustao. A mistura e tratada como um gas 
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Figura PA 

ideal de coeficiente adiabatico y. (a) Mostre que o rendimento do ciclo e dado por 



1 = 1- 



T c -T, 

(b) Calcule rj para y= 1,4 e r= 10 (compressao 

0 ciclo Diesel, representado na Fig. P.5, onde AB 
e CD sao adiabaticas, esquematiza o que ocorre 
num motor Diesel de 4 tempos. A diferenca em 
relagao ao ciclo de Otto (Problema 8) e que a taxa 
t c = Vq/V! de compressao adiabatica e maior, 
aquecendo mais o ar e permitindo que ele in- 
flame o combustivel injetado sem necessidade 
de uma centelha de ignicao; isto ocorre a pressao 
constante, durante o trecho BC; a taxa de 
expansao adiabatica associada a CD e r e = V 0 IV, 
(a) Mostre que o rendimento do ciclo Diesel e 
dado por 



maxima permissi'vel para evitar pre-ignicao). 




IT. 



r{T c -T B 



Figura P.5 



= 1-1. 

7 (l/r e )-(l/r c ) 



(b) Calcule 17 para r c = 15, r e = 5, y= 1,4. (c) Compare 0 resultado com 0 rendimento de um 
ciclo de Carnot entre as mesmas temperaturas extremas. 

10. 0 ciclo de Joule, representado na Fig. P.6, onde 
AB e CD sao adiabaticas, e uma idealizacao do 
que ocorre numa turbina a gas; BC e DA 
representam respectivamente aquecimento e 
resfriamento a pressao constante; r = Pb/?a e a 
taxa de compressao. (a) Mostre que 0 rendimento 
do ciclo de Joule e dado por 



■Hi 



(b) Calcule 0 rendimento para r = 10. 




Figura P.6 
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11. 0 ciclo da Fig. P.7 e formado por isotermas de 
temperaturas T, (BQ, T 3 (DE) e J, {FA), e pelas 
adiabaticas AB, CD e EE As taxas de expansao 
isotermicas V C /V B e V E /V D , sao ambas iguais a r. 
Calcule o rendimento do ciclo e mostre que e 
menor do que o rendimenlo de um ciclo de Car- 
not entre as mesmas temperaturas extremas. 




Figura P.7 



12. A partir dos dados fornecidos no Problema 2 do Cap. 8, calcule a entropia molar s do 
NaCl a baixas temperaturas, T« T D , onde T D e a temperatura de Debye (para um solido 
a baixas temperaturas, C v • C P ). Tome s = 0 para 1 = 0. 

13. Um fluido e submetido a um ciclo reversivel. Se' o ciclo e representado por um diagrama 
no piano (T, S), onde Sea entropia do fluido, (a) Mostre que o trabalho associado ao ciclo 
e dado por W= § TdS, a area orientada por ele compreendida. (b) Represente um ciclo de 
Carnot para um gas ideal no piano (T, S). Verifique o resultado da parte (a) neste caso. (c) 
Calcule o rendimento 7) do ciclo de Carnot da parte (b) diretamente a partir do diagrama 
IT, SI 

14. Um quilograma de gelo e removido de um congelador a -15°C e aquecido, ate converter- 
se totalmente em vapor, a 100°C. Qual e a variacao de entropia deste sistema? O calor 
especifico do gelo e de 0,5 cal/g°C; o calor latente de fusao do gclo e de 79,6 cal/g, e o 
calor latente de vaporizacao da agua e de 539,6 cal/g. 

15. Dois litres de ar (y= 1,4 ), nas condicoes normais de temperatura e pressao, soft-em uma 
expansao isobarica ate um volume 50% maior, seguida de um resfriamento a volume 
constante ate baixar a pressao a 0,75 atm. De quanto varia a entropia deste sistema? 

16. Um recipiente de paredes adiabaticas contem 2 1 de agua a 30°C. Coloca-se nele um 
bloco de 500 g de gelo. (a) Calcule a temperatura final do sistema. Tome 80 cal/g para o 
calor latente de fusao do gelo. (b) Calcule a variagao de entropia do sistema. 

17. Um litro de agua, inicialmente a 100°C, e totalmente vaporizado: (a) em contato com um 
reservatorio termico a 100°C; (b) em contato com um reservatorio termico a 200°C. O 
calor latente de vaporizacao da agua e de 539,6 cal/g. Calcule a variacao total de entropia 
do universo devida exclusivamente ao processo de vaporizacao, nos casos (a) e (b), e 
relacione os resultados com a reversibilidade ou nao do processo. 

18. Um cilindro contendo 1 kg de He a 150 atm, em equilibrio termico com o ambiente a 
17°C, tern um pequeno vazamento atraves do qual o gas escapa para a atmosfera, ate que 
o tanque se esvazia por completo do helio. Qual e a variacao de entropia do gas heiio? 
Que quantidade de trabalho e desperdigada por este processo? 

19. Uma chaleira contem 1 1 de agua em ebuligao. Despeja-se toda a agua numa piscina, que 
esta a temperatura ambiente de 20°C. (a) De quanto variou a entropia da agua da chaleira? 
(b) De quanto variou a entropia do universo? 
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20. Chama-se energia livre (de Helmholtz) de um sistema a funcao de estado F= U- TS, onde 
U e a energia interna e S a entropia do sistema. Esta funcao desempenha um papel 
importante nas transformacoes isotermicas, tais como as que se produzem a temperatura 
ambiente. Mostre que, numa transformacao isotermica, (a) Se a transformacao e reverei'veJ, 
o trabalho Wrealizado pelo sistema e igual ao decrescimo de F; (b) No caso irreversfvei, 
W e menor que este decrescimo, de modo que o decrescimo de F da a energia maxima 
disponivel para realizar trabalho. (c) Mostre que, numa expansao livre, o decrescimo de 
F da o trabalho desperdicado. 
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Cafitulo 

TEOR1A CINETICA 
DOS GASES 

11.1 — A Teoria atomica da materia 

Neste capltulo e no proximo, vamos passar pela prime'ira vez da flsica macroscopica a fisica 
microscopica, introduzindo a descricao da estrutura da materia na escala atomica. 

Nao vamos discutir a estrutura do atomo, nem a da materia condensada Qi'quidos, solidos), 
porque isto so se torna possfvel apos a formulacao da teoria quantica. No caso dos gases, 
porem, muitas propriedades (nao todas!) podem ser explicadas independentemente da teoria 
quantica, com o auxflio de um modelo microscdpico bastante rudimentar, a teoria cinetica 
dos gases. Algumas das hipoteses basicas dessa teoria foram formuladas no seculo 18, mais 
de um seculo antes da formulacao da propria teoria atomica. 

Um dos grandes meritos da teoria cinetica, conforme vamos ver, e fornecer uma explicacao 
microscopica dos conceitos basicos da termodinamica (como o de temperatura), bem como 
de seus principios basicos (2." lei). 

Iniciaimente, faremos um breve apanhado das ideias que levaram a teoria atomica, cujas 
origens estao ligadas com o desenvolvimento da quimica. 

(a) A hipotese atomica na antiguidade 

Conjeturas e especulacoes sobre a estrutura da materia remontam no mmimo aos filosofos 
da Grecia antiga, onde ja se discutia a ideia de "elementos primordiais" dos quais a materia 
seria composta, bem como se seria ou nao possivel subdividir indefinidamente as substantias. 

Entre os seculos V e III a.C. foi formulada, primeiro por Leucipo e Democrito de Abdera, 
e mais tarde por Epicuro, a hipotese de que a materia e constituida de particulas minusculas, 
indestrutiveis, a que deram o nome de atomos (o que em grego significa "indivisivel"), 
movendo-se no vazio (vacuo). Cada substantia, como a agua ou o ferro, seria formada de 
atomos identicos, mas eles teriam formas diferentes para substantias diferentes. 

A divulgagao dessas ideias foi feita pelo poeta romano Lucrecio (seculo I A.D.) em sua 
obra "Sobre a Natureza das Coisas". Para ilustrar o movimento incessante dos atomos, 
compara-os com o dos graos de poeira que vemos dancar num feixe de raios solares quando 
penetra numa sala escura, dizendo: . . . "Esta danca e uma indicaf ao de movimentos subjacentes 
invisiveis da materia. . . grande numero de particulas minusculas, sob o impaclo de uhoques 
invisi'veis, mudam de direcao e se agitam... Assim, o movimento parte dos atomos e e 
gradualmente levado ate o nivel de nqssos sentidos." Conforme veremos mais adiante, esta 
descricao poderia ser aplicada a um dos fenomenos que evidenciam a existencia de atomos, 
o movimento browniano. 



11 
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(b) O conceito de elementos 

Ate o seculo 17, prevaleceu a ideia elaborada na Grecia antiga dos "quatro elementos 
primordiais" (agua, fogo terra e ar), e os alquimistas medievais procuravam transmutar 
substancias em ouro "adicionando fogo". 

A primeira definicao mais proxima da atual de "elementos" foi dada por Robert Boyle 
em seu livro "0 Qm'mico Ceptico": 0 que entendo por elementos... sao certos corpos 
primitivos e simples, perfeitamente sem mistura, os quais, nao sendo formados de quaisquer 
outros corpos, nem uns dos outros, sao os ingredientes dos quais todos os corpos perfeitamente 
misturados sao feitos, e nos quais podem finalmente ser analisados..." 

Os materiais sao classificados hoje em dia em substancias puras e misturas dessas 
substancias. Uma mistura de varias substancias tern composicao variavel, ou seja, podemos 
variar as proporgdes dos diversos componentes. Numa mistura heterogenea, a composicao 
nao e uniforme, ou seja, diferentes porcoes da mesma amostra podem ter composicoes 
diferentes. Por exemplo: o granito e uma mistura heterogenea de graos de quartzo, mica e 
feldspato. Numa mistura homogenea, a composicao 6 uniforme, o que ocorre mesmo na escala 
microscopica, como acontece com as solufdes. Assim, uma solucao de sal de cozinha na agua 
e uniforme (embora continue tendo composicao variavel, dependendo da concentracao). 
Podemos assim mesmo separa-la nas substancias puras que a compoem, por processos que 
nao envolvem qualquer transformacao quimica: basta por exemplo, evaporar a agua para 
separa-la do sal. 

Uma substantia pura, ao contrario de uma mistura, tern composicao fixa. A agua e o sal 
de cozinha sao substancias puras, mas nao sao elementos: sao compostos, formados de 
elementos (hidrogenio e oxigenio, no caso da agua; cloro e sodio, para o sal de cozinha), em 
proporcoes fixas. Os elementos sao substancias puras que nao podem ser decompostas em 
outras por qualquer transformacao quimica. Sabemos hoje que o que caracteriza um elemento 
quimico e o numero atomico, ou seja, o numero de protons no nucleo atomico. 

Contribuicoes importantes as ideias basicas da quimica, e em particular ao conceito de 
elemento quimico, foram dadas por Lavoisier, na segunda metade do seculo 18. 

(c) A lei das proporcoes definidas e a lei das proporcoes multiplas 

Em 1799, o quimico frances Joseph Louis Proust formulou, baseado em suas experiencias, a 
lei das proporcoes definidas, segundo a qual, quando dois ou mais elementos se combinam 
para formar um composto essa combinagao sempre se da em proporgdes hem definidas de 
peso. 

Assim, 

1 g de hidrogenio + 8 g de oxigenio 9 g de agua, 

2 g de hidrogenio + 16 g de oxigenio 18 g de agua, 
2 g de hidrogenio + 8 g de oxigenio -> 9 g de agua 

+ 1 g de hidrogenio, 

ou seja, no ultimo exemplo 1 g de hidrogenio nao se combina. 

John Dalton, freqiientemente chamado de "pai da teoria atomica", publicou sua obra 
"Um novo sistema de Filosofia Quimica" em 1808-1810, onde expunha as seguintes ideias 
basicas: 1) a existencia de atomos, indivisiveis e imutaveis (ou seja, nao podendo ser 
transmutados uns nos outros por processos quimicos, como queriam os alquimistas); 2) Todos 
os atomos de um mesmo elemento sao identicos; 3) Compostos quimicos sao formados por 
combinacoes de atomos, como C + O CO. Dalton chama de "atomo composto" o que hoje 
chamamos de molecula. 
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A interpretacao de Dalton da lei das proporcoes definidas foi que essas proporcoes em 
peso dos diferentes elementos num composto representam os diferentes pesos atomicos dos 
elementos. Assim, 12 g de carbono + 16 g de oxigenio -» 28 g de monoxido de carbono pode 
ser interpretado como significando que a massa de 1 atomo de C = 12/16 x massa de 1 atomo 
deO. 

Esta interpretacao tambem permitia explicar a lei das proporcoes multiples, segundo a 
qual, quando o mesmo par de elementos pode dar origem a mais de um composto, os pesos de 
um deles que se combinam com umpeso fixo de outro para formar compostos diferentes estao 
entre si em razoes dadas por numeros inteiros pequenos. Assim, 12 g de carbono + 32 g de 
oxigenio -> 44 g de gas carbonico, onde a proporcao de oxigenio em relacao ao outro exemplo 
acima e 2:1. 

Em linguagem moderna, a interpretacao de Dalton deste resultado era que a formula 
qmmica da molecula de monoxido de carbono e CO, e a da molecula de gas carbonico e C0 2 . 

Entretanto, tomando por base apenas estas leis, existia consideravel grau de ambigiiidade 
na determinacao da formula quimica de um composto, e o criterio de Dalton de adotar a 
formula mais simples nem sempre conduzia ao resultado correto. Assim, a formula de Dalton 
para a agua era HO. 

(d) A lei das combinacoes volumetricas 

Em 1808, estudando reacoes quimicas entre gases, em igualdade de condicoes de temperatura 
e pressao, Joseph Louis Gay-Lussac descobriu a lei das combinacoes volumetricas: Os vo- 
lumes de gases que se combinam nessas condicoes guardam entre si proporcoes simples (dadas 
por numeros inteiros pequenos). Assim, 

2 volumes de gas hidrogenio + 1 volume de gas oxigenio -> 2 volumes de vapor de agua, 
1 volume de gas nitrogemo + 3 volumes de gas hidrogenio -4 2 volumes de vapor de amonia, 
1 volume de gas hidrogenio + 1 volume de gas cloro -> 2 volumes de gas acido cloridrico. 

Confrontando estes resultados com a ideia de Dalton de que compostos quimicos sao 
formados por combinacoes de atomos, eles sugerem que, a mesma temperatura e pressao, 
volumes iguais de todos os gases content o mesmo numero de particulas. Assim, o ultimo 
exemplo sugere que ha o mesmo numero de "particulas" de H e CI em volumes iguais desses 
gases. 

Entretanto, do ponto de vista de Dalton, para quern a formula quimica devia ser a mais 
simples possivel, isto levava a uma diflculdade: ele interpretava a ultima reacao acima como 

H + CI -» HC1 

e isto deveria levar ao mesmo numero de "particulas" de HC1, ou seja, a somente 1 volume, 
em lugar de 2. 

(e) A hipotese de Avogadro 

A diflculdade estava em perceber que as "particulas" de que e formado o gas hidrogenio, por 
exemplo, nao precisam ser atomos de hidrogenio: podem ser formadas de mais de um atomo. 
De fato, como sabemos, o hidrogenio e um gas diatomico, e a molecula de hidrogenio e H 2 , e 
nao H. 

Em 1811, o fisico italiano Amedeo Avogrado enunciou duas hipoteses basicas: 1) As 
particulas constituintes de um gas "simples" (elemento) nao sao necessariamente formadas 
por um unico atomo, mas podem conter um certo numero de atomos ligados entre si; 2) Nas 
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mesmas condicoes de temperatura e pressao, volumes iguais de todos os gases contem o 
mesmo numero de particulas. Assim, as moleculas de hidrogenio, oxigenio, nitrogenio e cloro 
sao todas diatomicas: H 2 , Oj, N 2 , e Cl 2 , e as reacoes acima se escrevem: 

2 H, + 0, -> 2H 2 0 
N, + 3H 2 -> 2NH 3 
H, + Cl 2 -» 2HC1 

fomecendo ao mesmo tempo as formulas moleculares dos compostos, e reconciliando todas 
as leis acima. 

Em linguagem moderna, podemos enunciar a lei de Avogadro: Volumes iguais de todos 
os gases, nas mesmas condicoes de temperatura e pressao, contem o mesmo numero de 
moleculas. 

(f) Massa atomica e molecular; mol 

Uma vez conhecidas as formulas quimicas das substantias, os metodos de Dalton podem 
ser empregados para estabelecer uma escala relativa de massas atomicas e moleculares. 

Assim, se adotarmos como unidade de massa a massa do atomo de hidrogenio (elemento 
mais leve), m H = 1, teremos m H , = 2. Como 4 g (H 2 ) + 32 g [0 2 ) -> 36 g (H 2 0), concluimos que 
m 02 = 32, m 0 = 16, m H! o = 18; analogamente, como 12g(C) + 32g (0 2 ) -> 44 g (C0 2 ), concluimos 
que m c = 12. 

Na realidade, conforme sera visto mais tarde, cada elemento pode ter mais de um isotopo 
de massa atomica diferente, ocorrendo na natureza com diferentes abundancias relativas, o 
que leva a massas atomicas fracionarias; a unidade de massa atomica (u.m.a.) e definida 
atualmente convencionando que a massa atomica do isotopo C 12 do carbono e exatamente 12 
u.m.a., mas, por enquanto, nao levaremos em conta estas correcoes. 

E conveniente adotar como unidade de massa o mol, ja definido a pag. 190 como uma 
massa em g de uma substantia pura igual a sua massa molecular: 1 mol (HJ = 2g ; 1 mol (0 2 ) 
= 32 g; 1 mol (H 2 0) = 18 g. Por conseguinte, 1 mol de qualquer substantia tern sempre o 
mesmo numero de moleculas. Alem disso, pela lei de Avogadro, 1 mol de qualquer gas, nas 
mesmas condicoes de temperatura e de pressao, ocupa o mesmo volume. Como vimos a pag. 
190, nas condicoes NTP, 1 mol de gas = 22,415 1. 

0 numero de moleculas por mol chama-se numero de Avogadro, e e dado por 



W 0 =6,023xl0 23 moleculas/ mol (11.1.1) 



Este numero pode ser determinado experimentalmente de uma grande variedade de 
maneiras (uma delas sera discutida mais adiante). 

Para ter uma ideia da enormidade deste numero, basta citar o seguinte exemplo, devido 
a Lord Kelvin: se se jogar um copo de agua no oceano, misturando-o uniformemente com 
toda a agua dos oceanos, um copo de agua da mistura contera cerca de 10.000 das moleculas 
originalmente lancadas! 

Podemos utilizar N 0 para estimar a ordem de grandeza do tamanho e da massa de um 
atomo. E de se esperar que num liquido o espacamento entre as moleculas seja comparavel 
ao seu tamanho. Como a densidade da agua e 1 g/cm 3 , temos entao: 

1 mol (H 2 0) = 18 g = 18 cm 3 = N 0 moleculas, da forma que o volume ocupado por uma 
molecula e 18 cm 3 /N 0 = 30 x 10~ 24 cm 3 - cf 3 , onde deo tamanho da molecula. Logo, 
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d~3xl0^ cm = 3 A 
0 tamanho atdmico tipico deve ser portanto - 1 A. 
Analogamente, temos 

1 mo] (H 2 ) = 2 g =2JV 0 atomos de H, 
de modo que a mass? de 1 atomo de H e 

m H =-j-g-l,67xl<r 24 g 
11.2 — A teoria cinetica dos gases 

Varias das ideias qualitativas da teoria cinetica ja haviam sido propostas por Gassendi no 
meio do seculo 17, e foram retomadas por Hooke duas decadas mais tarde. 

Em 1738, o fisico suico Daniel Bernoulli, em seu 
tratado "Hidrodinamica", formulou um modelo mi- 
croscopico de um gas, em que antecipava em cerca 
de um seculo desenvolvimentos futures da teoria 
cinetica dos gases e da propria termodinamica. 
Conforme ilustrado na Fig. 11.1 (adaptada da figura 
original de Bernoulli), ele considerou um gas contido 
num recipiente coberto por um pistao movel, com a 
pressao equilibrada por um peso. Bernoulli imaginou 
o gas como sendo composto de um grande numero 
de minusculas parti'culas esfericas, em constante mo- F '9 ura tU ~ Mode '° de Bernoulli 
vimento em todas as direcdes. A sustentacao do pistao 

pela pressao do gas resulta das numerosas colisoes das parti'culas do gas com a parede do 
pistao, da mesma forma que um jato de areia exerce uma pressao sobre uma parede (1, Secao 
9.4). 

Se diminuirmos o volume, aumenta o numero de colisdes por segundo com o pistao, o 
que leva a um aumento da pressao: Bernoulli utilizou este argumento para deduzir a lei de 
Boyle (9.1.3). Deduziu tambem de seu modelo que, a pressao constante, o volume deveria 
crescer com a temperatura, antecipando em meio seculo a lei de Charles. Nesta deducao, 
escreveu: "... admite-se que o calor possa ser considerado como um crescente movimento 
interno das parti'culas", o que antecipa em um seculo o reconhecimento do calor como forma 
de energia. 

Outras contribuicoes importantes a teoria cinetica foram dadas, na primeira metade do 
seculo 19, por Herapath e Waterston e, entre 1856 e 1860, por Joule, Kronig, Clausius e, 
finalmente, por James Clerk Maxwell. As principals foram devidas a Clausius e a Maxwell. 

Hipoteses basicas 

Vamos considerar um gas homogeneo, de uma substantia pura (por exemplo, hidrogenio ou 
vapor de agua), contido num recipiente. As hipoteses basicas da teoria cinetica dos gases sao 
as seguintes: 

(1) 0 gas e constituido de um numero extremamente grande de moleculas identicas. Basta 
lembrar o valor do numero de Avogadro. 

(2) 0 tamanho de uma moiecula de gas e desprez/vel em contronto com a distancia media 
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entre as moleculas, ou seja, as moleculas ocupam uma fracao pequena do volume total 
ocupado pelo gas. No final da Secao anterior, estimamos o volume ocupado por uma 
molecula de agua supondo que as moleculas "se tocam" no liquido, quando 1 mol ocupa 
18 cm 3 . Como 1 mol de vapor de agua, nas condicoes NTP, ocupa 22.400 cm 3 , vemos que, 
na forma gasosa, as moleculas ocupam menos de 1/1.000 do volume total, neste caso. 

(3) As moleculas estao em movimento constants em todas as direcoes. Este movimento explica 
imediatamente a capacidade ilimitada de expansao de um gas. Veremos em breve que as 
velocidades moleculares sao extremamente elevadas, tipicamente da ordem de centenas 
de m/s. De\-em ocorrer portanto freqiientes colisoes das moleculas nao somente com as 
paredes, mas tambem umas com as outras. E devido a estas colisoes que as direcoes das 
velocidades se distribuem ao acaso, ou seja, uniformemente. 

(4) As forcas de interacao entre as moleculas sao de curto alcance, atuando somente durante 
as colisoes. O comportamento das forcas interatomicas em funcao da distancia foi 
discutido em 1, Secoes 5.2. e 6.5: vimos que as forcas sao inicialmente atrativas a distancias 
maiores, tornando-se fortemente repulsivas quando os atomos comecam a se inter- 
penetrar, mas o alcance dessas interacoes e da ordem das dimensoes atomicas e 
moleculares, ou seja, num gas, e muito menor que o espacamento medio entre as moleculas 
[cf. (2)]. Em primeira aproximacao, podemos imaginar as moleculas como esferas impe- 
netraveis, comportando-se como "bolas de bilhar" microscdpicas. A duracao de cada 
processo de colisao e desprezivel em confronto com o intervalo de tempo medio entre 
duas colisoes consecutivas. Durante este intervalo, uma molecula se move como uma 
particula livre, ou seja, com movimento retillneo uniforme. Logo uma ti'pica trajetoria 
molecular e um caminho em ziguezague muito irregular e complicado. 

(5) Tanto as colisoes entre as moleculas como as colisoes entre elas e as paredes do recipiente 
sao perfeitamente elasticas, ou seja, a energia cinetica total se conserva (1, Secao 9.3). Se 
houvesse perda da energia cinetica total nas colisoes, conforme veremos adiante, a pressao 
do gas nao se manteria constante, mas iria decrescendo espontaneamente, o que nao e 
observado. Veremos tambem, todavia, que e desnecessario supor que cada colisao indi- 
vidual seja elastica: basta que as colisoes sejam elasticas em media. 

11.3 — Teoria cinetica da pressao 

O calculo da pressao exercida por um gas sobre as paredes de um recipiente e analogo ao 
calculo da pressao exercida por um jato de areia (1, Secao 9.4). 





v x i 


/ 













Sendo a colisao elastica, o efeito da colisao de 
uma molecula com uma parede e inverter a com- 
ponente da velocidade perpendicular a parede, como 
acontece com um raio luminoso que se reflete num 
espelho; se a parede e perpendicular ao eixo Ox, por 
exemplo (Fig. 11.2), a colisao inverte a componente v x 
da velocidade: v x -f- v x . 



Figura 11.2 — Colisao deuma molecula Sem e a massa das moleculas do gas, omomento 

com uma parede da molecula na direcao x varia de - m v x - mv x = - 2m v x 

em conseqiiencia dessa colisao. Pela conservacao do 
momento, o momento transferido a parede pela colisao e 

Ap x =2mv x (11.3.1) 

A forca media F x exercida sobre a parede pelas moleculas do gas e igual (1, Secao 9.4) ao 
momento medio transferido por unidade de tempo pelas colisoes, que e a media do momento 



11.3— TEORIA C1NETICA DA PRESSAO 243 



transferido por colisao multiplicado pelo numero de colisoes por unidade de tempo. 

Para calcular essa media, levando em conta que as moleculas se movem com velocidades 
de magnitudes e direcoes diferentes, vamos subdividir as moleculas em grupos, classificando- 
as de acordo com suas velocidades. Para simplificar, subdividiremos as velocidades em 
agrupamentos discretos: Vj, v 2 , v 3 , ... Uma subdivisao mais apropriada levaria em conta que 
as velocidades podem variar continuamente: em componentes cartesianas [y x , v y , v z ), 
considerariamos moleculas cujas velocidades estao compreendidas entre esses valores e (v x + 
dv x , v y + dv y , v z + dv 2 ), com (v„ v s , v z ) tomando todos os valores possiveis (distribuicao continua 
de veiocidades). A distribuicao discreta e uma aproximacao da distribuicao continua, em que 
consideramos todas as moleculas num intervalo [Av„ Av„ Av z ) como tendo a mesma velocidade. 

Seja n, o numero de moleculas por unidade de volume com velocidade v t , n 2 o numero 
com velocidade v 2 , etc ... Se n e o numero total de moleculas por unidade de volume, temos 
entao 

n = n, + n, + n 3 + ... (11.3.2) 

Seja dS urn elemento de superflcie da parede 
perpendicular ao efxo Ox, e consideremos um feixe 
de moleculas de velocidade V] que colidem com esse 
elemento durante um intervalo de tempo df (Fig. 11.3). 
Para que haja colisao, temos de supor Vj voltado para 
a parede (v 1a . > 0), e nao afastando-se dela (o que cor- 
responderia a v lA . < 0). 

As moleculas desse feixe que colidem com dS 
durante dt sao exatamente aquelas contidas num H 9 ura n , 3 - Co ' ,sao de um feme com 
cilindro de base dSe geratrizvjdt (por que ?). A altura ™ a p e 

do cilindro e v lx dt (Fig.), de modo que o volume e v ix dSdt. Como ha n t moleculas de velocidade 
V|, por unidade de volume, o numero total de moleculas de velocidade v-] que colidem com dS 
durante dt e 

dn, = n,v te dSdr (11.3.3) 

Cada colisao, pela (11.3.1), transfere a parede um momento Ap k = 2mv ix . Logo, o momenta 
total transferido pelas colisoes com dS durante dt e 

dp k =dn 1 Ap b =2mn 1 Vi,dSdf (11.3.4) 

A forga dF u = dp lx /dt e a taxa de variagao do momento, e a pressao P, = dF ix /dS e a forf a 
por unidade de superflcie. Logo, 

P,=2mn 1 vi ? (11.3.5) 
e a pressao exercida sobre a parede pelo feixe de moleculas de velocidade v v 

A pressao total P do gas se obtem somando as contribuicoes de todos os feixes v t que 
colidem com a parede, ou seja, com v„ > 0: 

P = 2m T a,v% (11.3.6) 

v, v >0 

Pela isotropia da distribuicao de velocidades, a soma sobre v, x < 0 e igual a soma sobre v tt 
> 0, de modo que podemos remover a restrif ao a v te > 0 suprimindo o fator 2 na (113.6): 




P = m£n,vi 

I 



(11.3.7) 
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onde a soma se estende agora a todas as velocidades possiveis. 

0 valor medio de «f, que indicaremos por < sf >, e por definicao a media ponderada 



onde o denominador, pela (113.2), e igual a n. 
Logo, a (11.3.7) equivale a 

P = nm < v| > 

Ainda pela isotropia da distribuicao das velocidades moleculares, temos 

<v;> = <Vj 2 > = <vp = |(< v| > + < vj > + < v; >) = i< v 2 > 
Logo, finalmente, 



P = -nm<v 2 > 



(11.3.8) 



(11.3.9) 



(11.3.10) 



(11.3.11) 



Se tivessemos levado em conta a distribuicao contfnua das velocidades, em lugar de 
aproxima-la por uma distribuicao discreta, o unico efeito teria sido substituir somas por 
integrals, em expressoes como as (11.3.6) e (11.3.8). 

1 p 

A energia cinetica media de uma molecula e — nj< v >. Multiplicando esta expressao 

pelo numero total n de moleculas por unidade de volume, obtemos a energia cinetica media 
do gas por unidade de volume 



-nm<v z >= <3>/V 



(11.3.12) 



onde < 3 > e a energia cinetica media total do gas e V o volume do recipiente. 0 2° membro da 
(11.3.12) e a densidade de energia cinetica media do gas. 
Substiruindo a (11.3.12) na (11.3.11), fica 



P=-<3>/V 
3 



(11.3.13) 



ou seja, a pressao do gas e igual a 2/3 da densidade de energia cinetica media total das moleculas. 



Lei de Dalton 

Consideremos uma mistura de gases que nao reagem quimicamente entre si (por exemplo, o 
ar e uma mistura principalmente de nitrogenio e oxigenio), contida num recipiente de volume 
V. Dalton, em 1802, obteve experimentalmente o seguinte resultado: a pressao exercida pela 
mistura e a soma das pressdes que cada gas componente da mistura exerceria se ocupasse 
sozinho todo o volume do recipiente. Essas pressoes chamam-se pressdes parciais, e a lei e 
chamada lei de Dalton das pressdes parciais. 
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A lei de Dalton e explicada imediatamente pela teoria cinetica dos gases. Com efeito, se 
3j e a energia cinetica total das moleculas do gas 1 da mistura, 3 2 do gas 2, etc, a pressao 
total, pela (11.3.13), e 

P=-t<3j> + <i3 a >+...)/¥ = Pi + P | + ,.. (11.3.14) 

onde Pj, P 2 , ... sao as pressoes parciais que os gases 1, 2, . . . exerceriam se cada urn ocupasse 
sozinho todo o volume V. 

Velocidade quadratica media 

Voltando ao caso de um unico gas, a (11.3.11) pode ser escrita 

P = |p<v 2 > (11.3.15) 
onde p = nmea densidade do gas (massa total por unidade de volume). Por conseguinte, 

(11.3.16) 



e a velocidade quadratica media das moleculas do gas, que e uma das formas de definir a 
magnitude media da velocidade das moleculas. 

Como Pep sao grandezas macroscopicas, podemos utilizar esta relacao para calcular a 
velocidade. Por exemplo: nas condicoes NTP (T= 273K, P= 1 atm = 1,01 x 10 5 N/m 2 ), a densidade 
do oxigenio e p = 1,43 kg/m 3 , de modo que a (11.3.16) da 

v qm (0 2 , NTP)-461m/s 

Obtemos valores analogos para outros gases nas condicoes NTP, tanto maiores quanto 
menor a densidade p, ou seja, a massa molecular do gas: 493 m/s para o N 2 , 615 m/s para o va- 
por de H 2 0, 1.311 m/s para o He e 1.838 m/s para o H 2 . Para o ar, cuja densidade e 1,29 kg/m 3 
nas condicoes NTP, a (11.3.16) da v qm = 485 m/s. 

Os valores encontrados para as velocidades quadraticas medias moleculares nos gases, 
de varias centenas de m/s, sao da mesma ordem de grandeza que a velocidade do som nesses 
gases, mas um tanto maiores. Por exemplo, para o ar, v qm = 485 m/s (NTP), ao passo que a 
velocidade do som nas mesmas condicoes e de 311m/s. A relacao entre as duas velocidades 
se obtem imediatamente comparando a (11.3.16) com a expressao (6.2.31) da velocidade do 
som: 

Vqm /V »m=V3/7 (11.3.17) 

onde y = C p /C v , a razao das capacidades termicas molares a pressao constante e a volume 
constante, e sempre < 3, conforme veremos (Sefao 11.5). 

E facil compreender por que v som e da mesma ordem, mas menor, que v qm . A velocidade 
do som e a velocidade de propagacao de pequenas perturbacoes (de densidade ou pressao) 
no interior do gas. Microscopicamente, uma tal perturbacao se propaga entre regioes 
adjacentes do gas atraves do movimento das moleculas que o constituem, as quais representam 
portanto o mecanismo de transporte. Como as moleculas se movem desordenadamente em 
todas as direcoes, colidindo freqiientemente uma com as outras, a velocidade de propagacao 
da perturbacao ordenada (v som ) e menor que a velocidade media de agitacao desordenada 

Km). 
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Observemos finaimente que, como a (11.3.13) so faz intervir a energia cinetica media, 
nao e necessario (Secao 11. 2, hipotese (5)) supor que cada colisao individual seja elastica: 
basta que as colisoes sejam elasticas em media. 



11.4 — A lei dos gases perfeitos 

(a) A equiparticao da energia de tranjlacao 

Consideremos de forma mais detalhada a colisao entre uma molecula do gas e uma molecula 

da parede, tratando-as, para fixar ideias, como esferas 
impenetraveis, ou seja , como se fossem "bolas de 
bilhar" microscopicas. Sejam (in, v f ) e (M, V f ) as massas 
e velocidades iniciais (antes da colisao) da molecula 
de gas e da molecula da parede, respectivamente, e v f 
e Vf as velocidades finais (depois da colisao) cor- 
respondentes. Seja 00' a linha que liga os centros 
das duas moleculas no instante da colisao (Fig. 11.4). 
Como a forca que atua durante a colisao tern a 
direcao da linha dos centros, as componentes de velocidade perpendiculares a essa linha nao 
sao alteradas pela colisao, de modo que basta considerar o movimento ao longo da linha dos 
centros. Tudo se passa, portanto, como se tivessemos uma colisao elastica unidimensional ao 
longo dessa linha. 

O problema de uma colisao elastica unidimensional foi resolvido em 1, Secao 9.4. Sejam 
(u;, Uj) e {up U f ) as componentes de (v,, V;) e (v f , V f ) ao longo da linha dos centros, 
respectivamente. Temos entao, por 1 (9.4.11), adaptada as notacoes atuais, 




Figura it A — Colisao entre moleculas 



Uf 



m + M 



1 

mUj+-(M-m)U: 



(11.4.1) 



Como as componentes de velocidade perpendiculares a linha dos centros nao variam, a 
(11.4.1) da entao, para a variacao de energia cinetica da molecula da parede devido a colisao, 



iM(V f 2 -V, 2 ) = iM(Lf?-l/f) 

(m + M) 2 [ 4 

4mM fl 2 1„„; I,*, , 

= -muf — MUf + - M-m u ; Lf ( 4 

(m + M) 2 [2 '2 2 l ' 'J 



2 ' 2 

= 2M , m 2 uf + -W - mf - (M + mf]Uj + m(M - m)u.U. 
(m + M) 2 I 4 'J 



ou, tomando a media sobre as colisoes (11.3.8), 



-M<V, 2 >--M<V, 2 > 
2 ' 2 

4mM fl 2 1», , r 2 1-,*, , } 

= -i-m<uf > — M <Uf >+- {M-m)<u i U< >\ 

(m + M) 2 12 '2 ' Z l I 



(11.4.2) 



Os movimentos das moleculas da parede nao guardam, em media, correlacoes com os 
das moleculas de gas e, como a parede esta em repouso, o valor medio de Uj deve ser nulo. 
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Logo, 



<Vfit> = <U;><U,>=0 



(11.4.3) 



e a (11.4.2) fica 




4mM (l 
(m + M)U 2 




(11.4.4) 



Uma vez que a parede esta em repouso, uma variacao de energia cinetica media das suas 
moleculas so pode representar uma variacao de energia interna, ou seja, aquecimento da 
parede, com uma correspondente elevacao de temperatura. Mas o gas esta em equilibrio 
termico com as paredes, de modo que a temperatura permanece constante. Logo, o 1? membro 
da (11.4.4) tern de ser nulo, e concluimos que 



Como < u; > e < U t > sao componentes de velocidades segundo direcoes quaisquer (a 
direcao da linha dos centres numa colisao varia ao acaso), obtemos, finalmente, 



ou seja, em equilibrio termico, a energia cinetica media das moleculas do gas e da parede e a 
mesma. 

Se tivermos no recipiente uma mistura de dois gases diferentes, com moleculas de massas 
mem', a (11.4.6) tambem se aplica ao segundo gas, e concluimos entao que 



ou seja, que em equilibrio termico a energia cinetica media de diferentes moleculas numa mistura 
gasosa e a mesma. Logo, moleculas mais pesadas se movem, em media, mais lentamente do 
que moleculas mais leves. 

Estes resultados demonstram a equipartigao da energia cinetica de translagao das mole- 
culas a mesma temperatura (condicoes de equilibrio termico), e constituem um caso particu- 
lar de um resultado muito mais geral, que sera mencionado mais adiante, o teorema da 
equipartigao de energia (Secao 11.5). 

Como a energia cinetica media e a mesma para moleculas de todos os gases em equilibrio 
termico, ela so pode depender da temperatura: a energia cinetica media de translagao das 
moleculas de um gas e funcao apenas da temperatura. Combinando este resultado com a 
(11.3.12), obtemos imediatamente varias consequencias importantes. 

(b) Consequencias 
(i) A lei de Boyle 

Pela (11.3.13), PV = |<3>. Conforme acabamos de ver, < 3 > depende apenas da 
temperatura. Logo, a temperatura constante, PV = constante, que e a lei de Boyle (9.1.3), 
deduzida assim a partir da teofia cinetica dos gases. 




(11.4.5) 



-m<v 2 > =-M<V 2 > 



(11.4.6) 




(11.4.7) 
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(ii) A lei de Avogadro 

Pela (113.11), 




(11.4.8) 



Nas mesmas condicoes de temperature e pressao, o 1? membro da (114.8) tern o mesmo 
valor para todos os gases. Logo, o mesmo vale para o 2.° membro, ou seja, para o numero de 
moleculas por unidade de volume. Vemos portanto que a teoria cinetica dos gases explica a 
Jei de Avogadro (pag. 240): nas mesmas condicoes de temperature e pressao, volumes iguais 
de todos os gases tern o mesmo numero de moleculas. 

(Hi) Separacao isotdpica por difusao gasosa 

Com o auxflio da (11.3.16), a (114.7) se escreve 



ou seja, as velocidades quadraticas medias das moleculas de gases diferentes a mesma 
temperature sao inversamente proporcionais as raizes quadradas das respectivas massas 
moleculares. Por exemplo: para o H 2 , e m = 2 e para o 0, e m' = 32. Logo, a mesma temperatura, 
v qm e 4 vezes maior para moleculas de H 2 do que para 0 2 . 

Quando um gas esta confinado num recipiente com uma parede porosa, moleculas do 
gas atravessam a parede atraves dos poros, escapando do recipiente por difusao; se o recipiente 
esta em contato com a atmosfera, tambem ha difusao de moleculas do ar em sentido inverso, 
penetrando no recipiente atraves da parede. 

Se os poros forem suficientemente finos e se fizermos vacuo externamente a parede, as 
moleculas escapam atraves dos orificios praticamente sem colidir entre si ou com moleculas 
de ar, de modo que a velocidade de escape e proxima, em media, de v m . Nessas condicoes, a 
(11.4.9) prediz que as velocidades relativas de difusao de diferentes gases a mesma temperatura 
sao inversamente proporcionais as raizes quadradas das densidades relativas desses gases. 
Esta e a iei de Graham, obtida experimentalmente em 1832. Assim por exemplo, a velocidade 
de difusao do hidrogenio nas condicoes acima descritas e 4 vezes maior que a do oxigenio. 

Este resultado pode ser aplicado para separar isotopos por difusao (isotopos do mesmo 
elemento tem as mesmas propriedades quimicas e nao podem portanto ser separados por 
processos quimicos). Este processo e empregado na separacao do U 235 , cuja abundancia 
relativa e de 0,7% no uranio natural, contra = 99,3% de U 238 . 

0 gas utilizado e hexafluoreto de uranio, U F 6 . Como as massas moleculares do U 23 ' F 6 e 
do U 238 F 6 sao, respectivamente, 349 e 352, o enriquecimento maximo ideal em U 235 F 6 apos 

uma difusao atraves de uma parede porosa e, pela (11.4.9), de -^352/ 349 = 1,0043, ou seja, de 
0,43% apenas. E preciso portanto repetir o processo um grande numero de vezes, usando 
uma "cascata" de muitos estagios consecutivos. Para atingir 99% de enriquecimento em 
U 235 F 6 , ha necessidade de - 4.000 estagios. 

(c) Temperatura e energia cinetica media 

Consideremos um gas de moleculas monoatomicas, que trataremos como se fossem 
esferas impenetraveis. Neste caso, a unica forma de energia e a energia cinetica de translacao, 
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de modo que podemos identificar a energia cinetica media total do gas, < 3 >, com sua energia 
interna U: 



U= <3> = i-Nm<v 2 : 

2 



(11.4.10) 



onde JV e o numero total de moleculas do gas contidas dentro do volume V. Vamos tomar para 
Vo volume de 1 mol, de modo que N = N 0 e o numero de Avogadro. A (113.13) fica 



P=-U/V 
3 



(11.4.11) 



onde U = V(Ti depende apenas da temperature T (vimos que < 3 > so depende de T), conforme 
deve ser para urn gas ideal [cf. (9.2.11)]. 

Consideremos agora a expressao (10.7.17) da entropia, aplicada a 1 mol de urn gas ideal, 
ou seja, com dU dado pela (10.7.18) e P dado pela (11.4.11): 



T 

Como S = S(V, T) [cf. (10.7.5)], temos 



3 VT 



(11.4.12) 



dS 



dS= dV+ ^ IdT 



dS 



de modo que, comparando com a (11.4.12), temos 



(11.4.13) 



(11.4.14) 



3S = £JJ) dS _ 2 U(T) 
3T T ' JV 3 H 
Como as operacoes de derivacao parcial em relacao a Ve Tsao independentes, podemos 
aplica-las em qualquer ordem, ou seja, 







=i- 


'dS) 


dV 




3T 





Mas, pela (11.4.14), dS/dT nao depende de V. 







"c„(d" 
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av 


T 



Logo, pelas (11.4.15) e (11.4.14), devemos ter 



(11.4.15) 



(11.4.16) 



0 = 





_ 1 3 


~2 l/(T)' 


(1) 


~ V 3T 


3 T 



(11.4.17) 



ou seja, a expressao entre colchetes e independente da temperatura, representando portanto 
uma constante. Como U (I), para uma dada temperatura T, tern o mesmo valor para todos os 
gases pela (11.4.7), concluimos que essa constante e uma constante universal R: 



Z USD 
3 T 



ou finalmente, pela (11.4.10), com N = JV 0 , 



R\U(TI = ^RT (lmol) 



(11.4.18) 
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<3> mol = |N 0 m<v- 2 >=|fir 



Substituindo a (11.4.19) na (11.3.13). obtemos, para 1 mol de urn gas ideal, 

(1 mol) 



PV = RT 



(11.4.19) 



(11.4.20) 



que e a equacao de estado dos gitses ideais (9.1.13) (lei dos gases perteitos), deduzida 
inteiramente a partir da teoria cinetica dos gases. Vemos ao mesmo tempo que a constante 
universal fl nao passa da constante universal dos gases (9.1.11). Levando em conta a (11.4.18), 
vemos tambem que a (11.4.12) torna-se identica a (10.7.21). 

Por conseguinte, a teoria cinetica dos gases permite deduzir nao somente as leis de Boyle 
e Avogadro, como tambem a lei dos gases perfeitos, mostrando assim como resultados 
macroscopicos sao obtidos a partir de um modelo microscopico. 

A (11.4.18) da ainda outro resultado fundamental, a relacao entre a energia cinetica de 
translacao media por molecula e a temperatura: 



- m <v > = -lcT 



onde 



\\k = R/N Q \\ 



(11.4.21) 



(11.4.22) 



e a constante de Boltzmann, que, sendo a razao de duas constantes universais, e tambem uma 
constante universal. Pelas (9. 1.11) e (11. 1. 1 ), temos 



8,314 J/ mol K 



6,023x10^ moleculas/mol 



o que da 



Nc = 1,38 x 10 23 J / molecula K constante de Boltzmann 



(11.4.23) 



A (11.4.21) fornece uma interpretacao microscopica da temperatura absoluta T, como 
medida da energia cinetica media de translagao das molecuias de um gas ideal. Por isso, esta 
energia e chamada energia de agitagao termica. 

Exemplo: Qual e a energia cinetica media por molecula a temperatura ambiente? 
Tomando esta temperatura como de 22°C = 295 K, a (11.4.21) da, com a (11.4.23), 

1 



m<v 2 > =-x295 Kxl,38xl0" : 
2 3 



molecula K 



= - x 4, 07 x 10" 21 J = - x 0,025 eV b 0, 04 eV 

3 2 

onde exprimimos o resultado tambem em eletron-volts (eV), lembrando que (1, Secao 7.5) 
leV=.l,6l2x10- 19 J 
E litil lembrar que, para T = temperatura ambiente, 



kT » 0,025 eV = — eV (T = 295 K) 
40 



(11.4.24) 
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Notemos finalmente que, como R e uma constante macroscopica, que pode ser deter- 
minada experimentalmente pela equacao de estado dos gases ideais, qualquer experiencia 
que permite determinar k estara ao mesmo tempo servindo para determinar o mimero de 
Avogadro N 0 [cf. (114.22)], 

11.5 — Calores especi'ficos e equiparticao da energia 
(i) Gas ideal monoatomico 

Pela (9.3.11), a capacidade termica molar a volume constante de um gas ideal e dada por 



dT 



U m „,(T) 



(11.5.1) 



onde U mol e a energia interna de 1 mol do gas, que so depende de T. Tratando-se de um gas 
ideal, a energia de interacao entre as moleculas do gas e desprezivel, por hipotese, de forma 
que a energia interna do gas e a soma das energias das moleculas. 

Ate agora, a unica forma de energia de cada molecula que consideramos e a energia 
cinetica de translacao, como sea molecula fosse um ponto material, capaz apenas de movimento 
de translacao, ou uma esfera rigida, incapaz de entrar em rotacao. Este modelo [cf. (11.4.10)] 
leva a (11.4.19), 



v M m=~m 



1115.1) 

o que, pelas (9.3.9) e (9.4.8), daria 



(monoatomico) 



Cp — C„ + R = 



(monoatomico) 



(11.5.2) 



(11.5.3) 



Levando em conta a (9.1.11), obtemos os seguintes valores numericos: 

C v = 2,98cal/molK, C P = 4,97 cal/mol K, 7=1,67 (11.5.4) 

Os valores experimentais obtidos para gases monoatdmicos como He e A, a temperatura 
ambiente, sao muito proximos desses, de forma que o modelo se aplica muito bem a esses 
gases, levando-nos a concluir que suas moleculas se comportam como se fbssem dotadas 
apenas de energia cinetica de translacao. 



(ii) 0 teorema de equiparticao da energia 

Conforme veremos logo, para gases nao-monoatomicos tem-se geralmente C v > |R o que e 
uma indicacao direta de que, alem da energia cinetica de translagao, e preciso levar em conta 
outras contribuicoes a energia das moleculas. 

Se tratarmos cada atomo numa molecula diatomica como uma particula puntiforme (ponto 
material), por analogia com o caso monoatomico, a molecula, como sistema de duas particulas, 
tera 6 graus de liberdade (1, Secao 11.1). Podemos associar 3 delas as coordenadas (X, Y, Z] 
do centro de massa, cuja energia cinetica 



^,rans=|MV| M =|M(X 2 + y 2 +Z 2 ) 



(11.5.5) 



252 



Capitulo 11 -TEORIA CINETICA DOS GASES 



e a energia cinetica de translacao da molecula. 

Os outros 3 graus de liberdade podem ser associados as coordenadas relativas do vetor 
de posicao r de uma das particulas em relacao a outra (1, Secao 10. 1). Podemos tomar essas 
coordenadas (x, y, i) como a distancia r = )r| entre os atomos e dois angulos, que defmem a 
orientacao de r no espaco. 

Se t permanece fixo, a molecula se comporta 
como um haltere rlgido (Fig. 11.5), e, associada aos 
dois angulos, temos a possibilidade de rotacao em 
tomo de dois eixos perpendiculares (para particulas 
puntiformes, nao tern sentido falar da rotacao do hal- 
tere em torno de seu proprio eixo). Temos de associar 
portanto a estes graus de liberdade internos a energia 
cinetica de rotacao. 




Figura 11.5 — Molecula diatomica 



1 r I 1 r 2 



(11.5.6) 



onde fflj e oh sao as velocidades angulares de rotacao em torno dos dois eixos ortogonais e I t 
e 4 sao os momentos de inercia correspondentes (1, Secao 12.1). 

Em geral, porem, a distancia interatomica r tambem pode variar. Como a molecula e um 
sistema ligado, deve comportar-se como um oscilador harmonico para pequenos desvios do 
equili'brio (Secao 3.1), o que leva a uma energia cinetica de rabracao 



(11.5.7) 



onde n e a massa reduzida (1, Secao 10. 10) c uma energia potential de vibragao (Secao 3.2) 



(11.5.8) 



onde K e a constante de forca associada a vibracao. 

Note-se que todas as contribuicoes (11.5.5) a (11.5.8) a energia sao foncoes guadra'ticas 
de velocidades ou coordenadas (lineares ou angulares). Segundo um teorema fundamental da 
mecanica estatistica classica, o teorema de equiparticao da energia (cuja demonstracao requer 
metodos mais elaborados, que nao poderemos desenvolver aqui), numa situagao de equihbrio 
termico a temperatura J, a energia media associada a cada termo guadratico na expressao da 
1 

energia total e igual - kT por molecula. 



o que 



Assim, para a energia cinetica de translacao (11.5.5), temos 

-M < X 2 >=-M < Y 2 >=-M < Z 2 >= -kT 
2 2 2 2 

corresponde a equiparticao da energia cinetica vista acima, e leva a (11.4.21): 



(11.5.9) 



(11.5.10) 



< ^trans ' 

Como a energia cinetica de rotacao (11.5.6) e a soma de dois termos quadraticos, temos 

<T rot >=i!r di.5.11) 
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Analogamente, como a energia total, de vibracao e a soma dos dois termos quadraticos 
(11.5.7) e (11,5.8), 

<r, ibr +l/ vibr > =kT (11.5.12) 

Ja haviamos visto na (3.2.33) que, para um oscilador harmonico, a energia potential media 
e igual a energia cinetica media. 

(tit) Calores espetificos para varios modelos 

Vejamos agora as conseqiiencias destes resultados para C v , C P e yde varios modelos possiveis 
de gases ideais. Seja q o numero de termos quadraticos na expressao da energia total de uma 
molecula. Pela equiparticao da energia, a energia total media por molecula sera entao qkT/2. 
A energia por mol se obtem multiplicando por N 0 , de modo que (1 1.4.22) 

U m0 |£n=!<jHT (11.5.13) 

e as (11.5.1), (9.3.9) e (9.4.8) dao 



Cy-U, C P -ifR, (11.5.14, 
<Z Z q | 



Como o valor minimo de q e 3, vemos que 



(11.5.15) 



conforme (11.3.17). 

Para o modelo de particula puntiforme das moleculas monoatomicas, tem-se q = 3, e a 
(11.5.14) se reduz a (11.5.3), levando aos valores (11.5.4). Para o modelo de haltere de moleculas 
diatomicas (sem vibracao), e g = 5, e a (11.5.14) da: 

C,4fl = 4,97^L; C P =^ = 6,96^L 

2 molK 2 molK (115 16) 

y = \ = 1 40 (diatomica n'gida) 
5 

Levando em conta tambem a possibilidade de vibracao de moleculas diatomicas, e q = 7, 
e vem 

C v =^R = 6,96-£5!_; C P =-fl = 8,95-^L 

2 molK p 2 molK (115 17) 

7 = | = t29 (diatomica com vibracoes) 

Para uma molecula poliatdmica com mais de 2 atomos, temos sempre a possibilidade de 
rotacao em tomo de 3 eixos ortogonais, de modo que, mesmo tratando-a como um corpo 
rigido, e no minimo g = 6; o que da 

C V >3R, C P >4fl, /<| (poliatomica) (11.5.18) 

Em geral, teremos tambem neste caso diversos modos normais de vibracao (Secao 4. 6), 
de forma que podemos esperar valores de g bastante superiores a 3. 



254 Capitulo 11 - TEORIA GNET1CA DOS OASES 



Podemos tambem aplicar o teorema de equiparticao da energia ao calculo da capacidade 
termica molar de um solido. Classicamente, um solido pode ser pensado como urn sistema de 
partfculas (atomos ou moleculas) que ocupam posicoes de equilibrio bem defmidas, como 
numa rede cristalina. A energia termica estaria associada a pequenas vibracoes dessas 
particulas em torno de suas posicoes de equilibrio. Como ha 3 direcoes independentes de 
oscilacao para cada particula, a energia media por particula seria o triplo da (11.5.12), levando 
a(g=6) 



C V = 3B = 5,96 



cal 
molK 



(solidos) 



(11.5.19) 



que e a lei de Dulong e Petit (Secao 8.2). 



(iv) Confronto com a experienria 

A tabela abaixo da os valores de y, C v e (C P - C v )/R para diversos gases, a temperatura 
ambiente. 





monoatomico 


diatdmico 


poli- 

atomico 

_____ 


Gas 


He 


A 


" " hV 


N z 


O, 


Cl 2 




';' 


1.66 


1,67 


1,41 


1,40 


1,40 


1,35 


1,31 


C v (cal/mol K) 


2,98 


2,98 


4.88 


4 96 


5,03 


6,15 


fi 65 


(C P - C v )/R 


1,001 


1,008 


1,00 


1,01 


1.00 


1,09 


1,06 



Para um gas ideal, e (C P - C v )/fl = 1, de modo que a ultima linha da tabela da uma ideia da 
validade de tratar cada gas nessas condicdes como um gas ideal. 

Para os gases monoatomicos, os valores experimentais sao muito proximos dos da (11.5.4), 
correspondendo ao modelo com q = 3. Para H 2 , N 2 e 0 2 , os valores correspondem aproxima- 
damente aos da (11.5.6), ou seja q = 5. Ja para outro gas diatomico, Cl 2 , os valores experimentais 
sao intermediaries entre os da (11.5.16) e os da (11.5.17) (q = 7), indicando que, alem da rotacao, 
a molecula tambem deve entrar em vibracao, mas sem atingir q = 7. Como explicar isso? Ja a 
moiecula de NH 3 se comporta aproximadamente como setivesse q = 1, quando, pelo numero 
de atomos, seria de se esperar que o valor de q fosse mais elevado. 

Os valores da tabela sao todos a temperatura am- 
biente e, enquanto o gas se comportar como ideal, 
deveriam ser independentes da temperatura. A expe- 
riencia mostra que isto tambem nao acontece. Assim, 
por exemplo, a Fig. 11.6 da o comportamento de 
C v /R em funcao de T observado para o H 2 . A 
temperatura ambiente, e C v /R = 5/2, mas, para T < 
100 K, o valor cai para ~ 3/2, e, acima de 3.200 K 
(quando o hidrogenio se dissocia), parece estar 
tendendo para 7/2. E como se as moleculas de H 2 
Figura 116 — C v /R para H, pudessem girar e vibrar (q = 7) a temperaturas 

elevadas, e as vibracoes ficassem "congeladas" abaixo de -1.000 K (q = 5); abaixo de -100 K, 
as rotacoes tambem se "congelam" e a molecula se comporta como um ponto material (q = 3). 



CylR (H,) 
3,5 




10 50 100 500 1000 5000 T m 
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Este comportamento, inteiramente incompreensivel pelas leis da mecanica classica, e chamado 
de "congelamento dos graus de liberdade", e tambem e observado para outros gases quando 
se mede a variacao dos calores especificos com a temperature. 

Analogamente, medindo o calor esperifico de um 
solido, como a prata, em funcao de T, a baixas tempe- 
ratures, obtemos os resultados representados na Fig. 
11.7: Cy/fl se aproxima de 3 (lei de Dulong e Petit 
(11.5.19)) a temperaturas suficientemente elevadas, 
mas decresce com Ie->0 quanta T^> 0. 0 mesmo 
comportamento e observado para outros solidos. 

Pelo teorema de equiparticao da energia, todos 
os graus de liberdade, incluindo translacao, rotacao Figure 11.7 — C v /R para Ag 
e vibracao, deveriam contribuir igualmente, a qual- 
quer temperatura. 

A rontradicao se torna ainda mais seria quando levamos em conta que os atomos cons- 
tituintes das moleculas nao sao pontos materials, mas tern eles proprios uma estrutura interna, 
formada pelo nucleo atomico e por eletrons. Cada eletron e uma particula que tambem deveria 
contribuir ao calor especifico, pelo teorema de equiparticao da energia; no entanto, nenhuma 
dessas contribuicoes aparece. Analogamente, num metal como a prata, existem eletrons livres, 
que se comportam como se constituissem um gas, mas a contribuipao dos eletrons livres ao 
calor especifico tambem nao e observada. 

Encontramos aqui pela primeira vez, atraves dos reflexos dinamicos da estrutura mo- 
lecular sobre os calores especificos, uma indicacao clara de que a mecanica classica deixa de 
ser aplicavel no dominio atomico. Maxwell foi provavelmente o primeiro a perceber este 
problcma; numa conferencia que deu em 1069, referiu-se a ele nestes termos: "Apresenlei- 
lhes agora o que considero como a maior dificuldade ate hoje encontrada pela teoria molecu- 
lar". 

A explicacao destes resultados so veio a ser fornecida pela mecanica quantica, e esta 
ligada a uma das diferengas mais profundas entre ela e a mecanica classica: a quantizagao da 
energia. 

A energia de translacao das moleculas, tal como a de um sistema mecanico classico, pode 
variar continuamente, e o resultado (11.5.10) permanece valido, As diferencas aparecem 
quando consideramos graus de liberdade associados ao movimento interno, tais como rotacao 
e vibracao, ou a estrutura eletronica. 

A energia interna de sistemas atomicos, tais como atomos e moleculas, so assume valores 
discretos, em lugar de ter variacao continua. Esses valores definem n/veis quantizados de 
energia, o que se aplica a energia rotational, vibrational ou eletronica. 

A medida que elevamos a temperatura, aumenta a energia cinetica media das moleculas. 
Entretanto, para que essa energia possa ser transferida para energia interna, numa colisao 
entre moleculas, e necessario efetuar uma transigao quantica entre dois niveis discretos de 
energia interna. Para isso e preciso fornecer urna energia minima, igual a diferenca de energia 
entre os dois niveis. Enquanto a energia cinetica media (temperatura) nao atinge esse patamar, 
o grau de liberdade correspondente permanece "congelado". 

Isto explica os dcgraus obscrvados no grafico de C v {D para o Hj, por exemplo (Fig. 
11.6); a temperaturas suficientemente baixas, so se observa a energia de translacao. Graus de 
liberdade rotacionais comecam a ser excitados, para o H 2 , a temperaturas > 50 K. Graus de 
liberdade vibracionais so comecam a ser excitados, neste caso, para T > 500 K. Para excitar 
graus de liberdade eletronicos, seria preciso atingir temperaturas bem mais elevadas. 
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11,6 — Uvre percurso medio 

Vimos na Secao 113 que a velocidade media das moleculas de urn gas a temperatura ambiente 
e, tipicamente, da ordem de centenas de metros por segundo. Por outro lado, quando 
destampamos um vidro de perfume numa extremidade de um quarto, o cheiro leva um tempo 
apreciavel para se transmitir ate a outra extremidade, embora moleculas do perfume nao 
devessem levar mais do que aigurrs centesimos de segundo para atravessar essa distancia, 
movendo-se com a velocidade media. Objecoes deste tipo foram levantadas contra a teoria 
cinetica dos gases nos seus primordios. 

Esta aparente dificuldade e removida quando 
levamos em conta as colisoes entre as moleculas do 
gas. Em consequencia destas colisoes, a trajetoria 
tipica de uma molecula no gas e um caminho em 
ziguezague extremamente tortuoso (Fig. 11.8), em que 
a molecula se move com movimento retilineo e 
uniforme entre cada duas colisoes consecutivas. As 
Figura 11.8 - Trajetoria tipica de uma moleculas de perfume no exemplo acima se propagam 
molecula p 0r um p rocesso <j e difusao, cuja velocidade media 

efetiva e muito menor do que se viajassem em linha reta, sem sofrer colisoes, o que explica o 
efeito observado (cf. Cap. 12). 

A distancia percorrida pela molecula entre duas colisoes flutua ao longo de sua trajetoria. 
0 valor medio dessa distancia, 1, chama-se livre percurso medio. 

Se tratarmos as moleculas como esferas impenetraveis de diametro d, e de se esperar 
quel seja tanto maior quanto menor for d. Com efeito, nestemodelo, as moleculas so colidem 
entre si quando encostam uma na outra, ou seja, quando se aproximam a uma distancia d. 
Quanto menor for d, menor sera a chance de que ocorra uma colisao, e maior o valor del. No 
limite de moleculas puntiformes (d -» 0), o livre percurso medio seria infinito ( 1 -» ~). 

Na realidade, as moleculas nao sao geralmente esfericas, e nao se "encostam" uma na 
outra durante uma colisao: as forcas intermoleculares repulsivas sao de curto alcance, mas 
ha tambem forcas atrativas de maior alcance (1, Secao 6.5), e uma colisao real corresponde a 
uma deflexao continua da trajetoria molecular; por isso, d deve ser pensando como um diametro 
efetivo das moleculas. 

O livre percurso medio tambem deve aumentar a medida que o gas se toma mais rarefeito, 
porque a frequencia de colisao diminui com a diminuicao do numero medio de moleculas n 
por unidade de volume. 

Duas moleculas colidem quando seus centros 0 
e 0' se aproximam de uma distancia d (Fig. 11.9(a)), 
ou, o que e equivalente, quando o centra O' toca a 
superficie de uma esfera de raio d com centra em 0 
(Fig. 11.9(b)). Podemos dizer que o volume desta esfera 
e o volume excluldo em torno de O, dentro do qual 
nenhum centra de outra molecula pode penetrar. 
A esfera de raio d chama-se esfera de exclusao 
Figura 11.9 — Volume excluldo ou esfera de influencia. Note-se que, como seu raio e 

o dobro do raio da molecula, o volume dc exclusao 6 8 
vezes maior que o volume efetivo v 0 , de uma molecula: 

|^ = 8x|i/|T=8v 0 (11.6.1) 
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Se imaginamos a molecula de centro O rodeada por sua esfera de influencia, todas as 
outras moleculas podem ser tratadas como se fossem puntiformes no que diz respeito a suas 
colisoes com a molecula considerada. 

Enquanto 0 percorre sua trajetoria em zigue- 
zague, a esfera de influencia varre um volume que e 
uma especie de cilindro quebrado com eixo na tra- 
jetoria e de raio d (Fig. 11.10). 0 mimero medio de 
colisoes sofridas pela molecula de centro 0 durante 
sua trajetoria coincide com o mimero medio de 
moleculas cujos centros seriam varridos por esse vol- 
ume, ou seja, e iguai ao volume do cilindro multi- 
plicado por n. 

A area da seccao transversal do cilindro e 



Figura 11 .10 — Volume varrido 



Li 



g = Ktf (11.6.2) 

e e chamada de secao de choque total de colisao, o'u secao eficaz, da molecula. Podemos 
considera-la como a area efetiva que a molecula bloqueia, ou oferece como alvo, para os centros 
de outras moleculas. Esta grandeza desempenha um papel extremamente importante. 

Para uma primeira estimativa de I, vamos imaginar que todas as moleculas do gas, exceto 
a molecula de centro 0, estao paradas, enquanto esta molecula se move com velocidade media 
v (que deve ser da ordem de grandeza da velocidade quadratica media (11.3.16)). 

Durante um intervalo de tempo t, o espaco percorrido (em ziguezague) pelo centro 0 
sera, em media, igual a ft, e o volume do cilindro varrido sera 

V = ovt (11.6.3) 

0 numero medio de colisoes sofridas pela molecula de centro 0 durante o intervalo de 
tempo t sera entao, como vimos, o numero medio de moleculas contidas nesse cilindro, ou 
seja, 

nV = ndvt (11.6.4) 

A frequencia media de colisao f, ou seja, o numero medio de colisoes por unidade de 
tempo, obtem-se dividindo por t: 

f = nov (11.6.5) 

Dividindo a distancia total percorrida por unidade de tempo, que e igual ay, pelo numero 
medio de colisoes por unidade de tempo, f , obtem-se o livre percurso medio h 



l = vlf-- 



1 



1 

itnd 2 



(11.6.6) 



que, conforme haviamos previsto, e inversamente proporcional ane aumenta a medida que 
d diminui. 

Entretanto, este resultado foi obtido supondo que a molecula considerada se movia, todas 
as demais permanecendo em repouso. Qual e o efeito do movimento das outras moleculas? 

Ele nao afeta o percurso medio v por unidade de tempo da molecula considerada, que 
apareceno numerador da (11.6.6), mas modifica a expressao (11.6.5) da frequencia media de 
colisao f, que foi utilizada no denominador da (11.6.6). 

No calculo de 1, o que deve intervir nao e v, mas sim v rel , onde v rd e a velocidade relativa 
entre duas moleculas, a unica que intervem no processo de colisao (a velocidade do CM das 
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duas moleculas nao afeta a colisao}. Assim, por exemplo, uma molecula que se mova na mesma 
direcao e sentido que a molecula considerada, com a mesmo velocidade v, nao colidira com 
ela; outra que se mova com velocidade -v, tera velocidade relativa 2y, e uma que se mova com 
velocidade v numa direcao perpendicular tera velocidade relativa AZ v. Em media sobre todas 
as direcoes, a velocidade relativa de urn grupo de moleculas de mesma velocidade escalar v 
sera maior que v, o que afeta o valor de 1: 

f = ncv rel (11.6.7) 

em lugar da (11.6.5). 

Para estimar o valor de v rel , consideremos duas moleculas de velocidades v e v' que 
colidem. 

A velocidade relativa de colisao sera 

v reI =v-v' 

o que da 

v 2 cl = v 2 + v' 2 -2v-v' (11.6.8) 

onde v-V = W cos 6 [9= angulo entre as velocidades), e 9 assume todos os valores possiveis. 
Logo, tomando valores medios, 

<V'V'>=w'<cos0> =0 (11.6.9) 

o que da 

<v? el > = <v 2 > + <v 2 > =2v 2 m (11.6.10) 
pois, tratando-se de moleculas identicas, 



pela (113.16). 

Identificando v„ m com v, a (11. 6. 10) da entao 



= V2v I (11.6.11) 



Substituindo na (11.6.7) e levando o resultado na (11.6.6), obtemos finatmente para o JiVre 
percurso medio 



I 1 



(11.6.12) 



Urn calculo mais detalhado, levando em conta a distribuicao das velocidades moleculares, 
conduz ao mesmo resultado. 

Valores numericos: 0 diametro molecular efetivo de uma "molecula de ar" (ou seja, de N 2 
ou de 0 2 ) e de ordem de 3,7 x 10~ 10 m, de modo que 

CT = nd 2 = 4,2xlO" 19 m 2 

Nas condicoes NTP, 1 mol de ar = 22,4 1 - 2,24 x 10~ 2 m 3 contem N a - 6 x 10 23 moleculas, de 
forma que o numero medio de moleculas por unidade de volume e 

n = 6 x 10 23 / 2, 24 x 10~ 2 moleculas / m 3 

Substituindo os valores dene ana (11.6.12), obtemos 
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j = 6xl0^m (ar, NTP) (11.6.13) 
0 volume medio ocupado por uma molecula nessas condicoes e 1/n = 37 x VT 27 m 3 ~ S 3 , 
onde S e o espacamento medio entre as moleculas, de modo que S ~ 3 x 10~ 9 m. Vemos portanto 
que 

l»d»d (11.6.14) 
A condicao 5 >> d verifica a hipdtese basica (2)_da pag. 241 (diametro molecular efetivo 
« distancia media entre as moleculas). A condicao I » S (no caso, o livre percurso medio e 
cerca de vinte vezes maior que o espacamento medio entre as moleculas) mostra que uma 
molecula atravessa em media muitas distancias intermoleculares antes de colidir com outra. 

Por outro lado, o valor (11.6.13) ainda representa uma distancia microscopica, explicando 
o que ocorre com urn vidro de perfume destampado (pag. 256): a trajetdria de uma molecula 
passa por urn numero imenso de ziguezagues antes de cobrir uma distancia macroscopica. 
Tomando v = v qm = 485 m/s para o ar nas condicoes NTP (pag. 245), a (11.6.6) e a (11.6.13) dao 
para a frequencia media de colisao, neste caso, 

f = i7/;=iM xl0 9 s" 1 -8xl0 9 colisoes/s 
6 

e o intervalo de tempo medio entre duas colisoes sucessivas e 
1/f = 1,2x10"'° s (ar, NTP) 

A (11.6.12) mostra que, para urn dado gas (crdado), 1 so depende (inversamente) da den- 
sidade n de moleculas, ou seja, e inversamente proporcional a pressao. Assim, se passarmos 
de 1 atm = 760 mm Hg a 1 mm Hg, 1 para o ar se torna = 4,6 x 10" 5 m - 0,05 mm. Num 
recipiente em alto vacuo, a uma pressao P ~ 10" 6 mm Hg, tem-se / ~ 50 m, o que ja e usualmente 
maior do que as dimensoes do recipiente. Neste caso o livre percurso nao sera mais 
determinado pelas colisoes entre moleculas, mas por colisoes com as paredes do recipiente. 
Este e o regime desejado, por exemplo, num acelerador de particulas, onde queremos evitar 
colisoes entre as particulas do feixe e moleculas do ar residual. 

11.7 — Gases reais. A equacao de Van der Waals 

Ate aqui, tratamos somente um gas ideal, o que 
corresponde a desprezar as interacoes entre as 
moleculas. Num gas real, elas tern de ser levadas em 
conta. A forca tipica de interacao (1, Sepao 5.2) entre 
duas moleculas cujos centros estao separados por uma 
distancia r comporta-se da forma indicada na Fig. 
11.11. A distancias menores que r 0 , ela e fortemente 
repulsiva, e cresce tao rapidamente que pode ser 
esquematizada por uma parede impenetravel em r = 

r„. Se existisse somente esta componente repulsiva, F/gura 11.11 -Forca de interacao entre 
as moleculas se comportariam como esferas duas moleculas 
impenetraveis de raio = r„. Este e o modelo de "bolas 

de bilhar" microscopicas que utilizamos na discussao do livre percurso medio, com d ~ 2r 0 . 

Para r > r 0 , a forga se toma atrativa: a atracao maxima ocorre pouco alem de r 0 , depois do 
que cai rapidamente (forgas de Van der Waals), de modo que o alcance das forcas atrativas 
nao e muito maior que r 0 . 
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A equacao de estado de urn gas real difere da de um gas ideal tanto devido ao efeito da 
componente repulsiva (tamanho finite das moleculas) como da componente atrativa das forcas 
intermoleculares. Em 1873, J. D. Van der Waals formulou uma equacao de estado para 
descrever um gas real, procurando levar em conta, pelo menos em primeira aproximacao, 
ambos os efeitos, conforme discutiremos a seguir. 

(a) Efeito do tamanho finite das moleculas: 

Vimos na (11.6.1) que, para fins de calculo do livre percurso medio, o volume de exclusao 
associado a cada molecula, dentro do qual nao pode penetrar o centro de outra molecula, e 
dado por 

onde d = 2r 0 e o diametro efetivo da molecula e v 0 o seu volume efetivo. Assim, poderiamos 
tratar as moleculas como pontos materiais (identificados com os respectivos centros), desde 
que se exclua um volume v 0 em torno de cada uma. 

Assim, se 2V e o numero total de moleculas no volume V, o volume total do recipiente 
dispom'vel para ser percorrido pelo centro de uma molecula seria 

V-8(N-l)v 0 «V-8Nv 3 (11.7.1) 

uma vez que, para cada molecula, existem (N - 1) esferas de exclusao, e N e tao grande que 
podemos tomar N-l « N. Poderiamos pensar entao que basta substituir Vpor V-8 Nv 0 na lei 
dos gases perfeitos para levar em conta o tamanho finite das moleculas. 

Entretanto, V entrou na deducao da equacao de estado atraves de n = N/Vna (11.3.11), 
que entra no calculo do numero de colisoes por unidade de tempo das moleculas com as 
paredes: esse numero e proporcional a n [cf. (11.3.3)]. 

Para que uma molecula colida com uma parede, 
e necessario que seu centro se aproxime da parede a 
uma distancia menor que r 0 = d/2. Logo, somente o 
hemisferio dianteiro da esfera de exclusao associada 
a cada molecula, ou seja, aquele voltado para a parede 
(Fig. 11.12) e eficaz na exclusao de centros de outras 
moleculas que possam colidir com a parede: moleculas 
cujos centros estejam no hemisferio traseiro estarao 
automaticamente a uma distancia > r 0 da parede e nao 
colidirao com ela. Logo, do ponto de vista do efeito 
FiguraU.12- Hemisferio de exclusao do tamanho finite sobre o numero de colisoes por 

unidade de tempo com as paredes, somente o hemis- 
ferio dianteiro de cada esfera de exclusao deve ser considerado. O valor eficaz de n na (11.3.11) 
obtem-se entao pela substituicao 

V^V-4Nv 0 (11.7.2) 
ou seja, o volume total excluido e apenas a metade do que foi levado em conta na (11.7.1). 

Seja v o volume molar, ou seja o volume de 1 mol do gas: a equacao de estado dos gases 
ideais (11.4.20) se escreveria Pv = RT. 

Neste caso, N = N 0 eo numero de Avogadro, de forma que a (11.7.2) fica 

v^v-i) (11.7.3) 



Hemisferio 
t ra.se iro 



Hemisferio 
dianteiro 
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onde 



b = 4N 0 v 0 -. 



4N 0 x-7tv 0 3 

i 



e uma constante caracteristica do gas (dependente de r 0 ) chamada de covolume. 
Efetuando a substituicao (11.7.3) na lei dos gases perfeitos, obtemos 



RT 
''v-b 



(1 mol) 



(11.7.4) 



(11.7.5) 



equacao de estado que ja havia sido proposta por Clausius para levar em conta o tamanho 
finito das moleculas. 

As isoterraas associadas a (11.7.5) (Fig. 11.13) sao 
hiperboles, como no caso de um gas ideal (Fig. 9.2), 
com a assintota vertical deslocada para v = b em lugar 
dc v = 0: seria preciso exercer pressao infinita para, 
baixar o volume molar v ate o covolume b. Na 
realidade, num modelo de esferas impenetraveis, o 
sistema se torna incompressivel (o que podemos 
associar a transicao do gas para o liquido) quando as 
moleculas estao todas se tocando, o que corresponderia a um volume inferior a b, mas a 
deducao que fizemos nao pode ser extrapolada a este caso limite. 




F/gura 11.13 — Isotermas de Clausius 



(b) Efeito da interacao atrativa 

Levamos em conta na (11.7.5) o efeito da parte repulsiva das forcas de interacao F (r) antra as 
moleculas (Fig. 11.11). Vejamos agora o efeito da interacao atrativa (r > r 0 ), que tambem cai 
muito rapidamente (forcas de Van der Waals), de modo que seu alcance e tambem da ordem 
de grandeza de % 

Uma molecula no interior do gas e atraida por outras moleculas , em media distribuidas 
em torno dela uniformemente e isotropicamente em todas as direcoes. Logo, os efeitos da 
atracao das demais moleculas de compensam. 

Entretanto, para moleculas que se encontram na 
vizinhanca das paredes, ou seja, aquelas consideradas 
no calculo da pressao (Secao 8.3), isto nao se aplica, 
pois todas as demais moleculas do gas ficam situadas 
no hemisferio traseiro, e a forca de atracao media 
resultante por elas exercida (Fig. 11.14) tem sentido 
oposto a pressao do gas sobre as paredes, corres- 
pondendo portanto a uma diminuigao de pressao. 

A forca atrativa resultante sobre cada molecula 
e exercida essencialmente pela camada de moleculas 
vizinha, de espessura - 2% uma vez que o alcance das forcas atrativas e da ordem de r 0 . A 
forga e proporcional ao numero de moleculas nesta camada, que e proporcional a densidade 
n = N/V de moleculas do gas. 

As moleculas que sofrem esta forca atrativa sao as que se encontram a um distancia - r„ 
da parede, cujo numero tembem e proporcional a n. Como a forfa atrativa sobre cada uma 
delas e proporcional a n, a diminuicao de pressao e proporcional a n 2 , ou seja, para 1 mol do 
gas (JV = N 0 ), e proporcional a 1/v 2 : ' 




Figura 11.11 — Atracao das moleculas 
perto das paredes 
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4P=— a>0 



(11.7.6) 



onde a constante positiva a e caracteristica do gas. 

O termo AP, que e cbamado de copressao, deve ser acrescentado ao 2? membra da (11.7.5). 
Passando-o para o 1° membro, obtemos finalmente a equacao de estado de Van der Waals 



P+— 

v 2 . 



(v-Jb) = i?T (lmol) 



(11.7.7) 



onde os parametros aebse chamam as constantes de Van der Waals da substantia considerada. 



(c) Isotermas de Van der Waals 

As isotermas associadas a (117.7) podem ser construidas a partir das correspondentes a 
(11.7.5), representadas na Fig. 11.13, acrescentando a correcao AP da (11.7.6) em cada ponto, 
ou seja, subtraindo a/v 2 da ordenada, para urn ponto de abscissa v. . 

Para v grande, esta correcao se torna muito pequena, de modo que as isotermas se 
aproximam das hiperboles. Para Tgrande, o 1° membro da (11.7.5) e bem maior que a correcao 
AP dada pela (11.7.6), e as isotermas continuam sendo aproximadamente hiperbolicas. Logo, 
os desvios em relacao ao comportamento de gas ideal ocorrem principalmente a temperaturas 
mais baixas ou volumes molares menores (gases mais condensados), como seria de esperar. 

Para v suficientemente pequeno, a subtracao do 
termo a/v 2 faz baixar as isotermas de distancias 
consideraveis em relacao as hiperboles, levando a 
curvas do tipo rcpresentado na Fig. 11.15. Para P e T 
dados, a (11.7.7) e urna equacao do 3." grau em v. Se T 
e suficientemente baixo, essa equacao tem 3 raizes 
reais, ou seja, uma horizontal P = Pi = constante corta 
a isoterma em 3 pontos 1, 2 e 3 (Fig. 11.15), dando 3 
valores distintos de v para os mesmos Pel (veremos 
logo como interpretar este resultado). A medida que 
T sobe, esses 3 pontos de interseccao vao se apro- 
ximando, ate que, para uma dada temperatura T = T c , 
as 3 raizes se confundem num linico ponto C (figura); 
para T > T c , passa a haver somcnte uma raiz real. 

Para T< T c , cada isoterma passa por um minimo 
D e um maximo E (Fig.11.15), que para T = T c se 
confundem em C, que e um ponto de inflexao com tangente horizontal. 0 lugar geometrico 
dos maximos e mmimos e uma curva BCD (em linha interrompida na figura), cujo maximo e 
C. 

A equagao da curva BCD e, pela (11.7.7), 




Isotermas de Van der 



dP d RT 
~ dv~ dv v-b 



pela (11.7.7) 
~RT 2a] 



iv-b? 



P + - 



2a 



v-b 



(11.7.8) 



o que da, resolvendo em relacao a P, 
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a 2ab 

p o = -j r (curva BCD 1 

v v 

As coordenadas do ponto C, maximo desta curva, se obtem resolvendo 



(11.7.9) 



0 ^__2| + 6ai = 2a 
dv v 3 v 4 v * 



cuja raiz e 



j v c = 3b (11.7.10) 

0 valor de P correspondente, P = P c , se obtem substituindo a (11.7.10) na (11.7.9): 



R-JL-i^ p 
h 2 



91/ 27b 3 



271/ 



(11.7.11) 



Finalmente, a temperatura T c da isoterraa que passa pelo ponto C se obtem substituindo 
as (11.7.10) e (11.7.11) na (11.7.7): 



27b 



(11.7.12) 

Esta isoterma chama-se isoterma critics. 

E facil verificar que o ponto critico C e ponto de inflexao da isoterma critica, com tangente 
horizontal, calculando d 2 P/dv 2 , que, pela (11.7.8), e dado por 



d'P = 2RT 6a 
dv 2 (v-bf v 4 



(11.7.13) 



Substituindo nesta expressao os valores criticos (11.7.10) a (11.7.12), resulta, com efeito, 

= 0 (11.7.14) 



(d) Discussao 

Ao longo da por$ao DE de uma isoterma de Van der Waals com T < T c (veja Fig. 11.15), v 
cresce quando P aumenta, ou seja, definindo o mdduJo de compressibilidade isotermico K T 
por [cf. (6.2.1), (6.2.11)] 

temos Kj < 0. Um sistema em que JC T <0naopode existir em equilibrio termico, porque seria 
instavel, no mesmo sentido em que falamos do equilibrio instavel de uma particula (1, Secao 
6.5): qualquer flutuacao do sistema a partir desse ponto, por menor que seja, ira afasta-lo dele 
cada vez mais. Um sistema desse tipo entraria em colapso, porque, quanto mais diminuisse o 
seu volume, menor seria a pressao necessaria para mante-lo em equilibrio. 

Logo, as porcoes de isotermas em que P cresce com v nao podem existir. Que acontece 
com um gas real se, partindo de um ponto onde ele se aproxima de um gas ideal, ou seja com 
v grande e P pequeno, para j < T Q formos comprimindo gradativamente o gas? 
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A principio, partindo de um ponto como A na 
Fig. 11.16, o gas segue uma isoterma do tipo Van der 
Waals. Entretanto, atingindo um determinado ponto 
1 dessa isoterma, e continuando a reduzir o volume 
do sistema (por exemplo, atraves de um recipiente 
iimnido de um pisLao). a pressao deixa de aumeiUar, 
.permanecendo constante no valor Pj. 

A diminuicao de voliune do sistema e acompa- 
nhada de uma transipao de fase, em que ele se con- 
densa, passando da fase gasosa para a fase Jfijuida. 
Figura 11.16 -Transicaode fase Mcialmente vao aparecendo gotas de liquido, e a 

proporcao liquido/gas vai aumentando a medida que 
v diminui, sempre com P = P t , ate que o sistema tenha passado inteiramente ao estado liquido, 
no ponto 3. A partir do ponto 3, a isoterma tipo Van der Waals e retomada, com forte aumento 
de pressao para pequena reducao de volume, correspondendo ao carater quase incompressivel 
do liquido. 

Vemos por conseguinte que a porgao A -> 1 da isoterma representa a fase gasosa, a 
porcao 3 ^> F a fase liquida, e a porcao horizontal 1 -> 3 corresponde a coexistencia das fases 
liquids e gasosa. A pressao P = P ( em que essa coexistencia ocorre a temperatura Tchama-se 
pressao de vapor a temperatura T (um gas com T<T C costuma ser chamado de vapor). 

Como se determina o ponto 1 de uma isoterma de Van der Waals onde comeca a ocorrer 
a transicao de fase? Segundo uma regra proposta por Maxwell, o segmento horizontal l->3 
na Fig. 11.16 deve ser tracado de tal forma que as areas sombreadas 1E2 e 2D3 sejam iguais. 

Para justificar sua construcao, Maxwell imaginou um ciclo termodinamico reversi'vel, 
em que a substantia e levada ao longo da isoterma de Van der Waals no sentido 1 E -i> 2 ^ 
D -» 3 e depois volta ao longo do segmento horizontal 3 -> 2 -> 1. Como este ciclo e todo 
descrito a mesma temperatura T, ou seja, e isotermico, o seu rendimento, pela (10.5.13) (com 
T 2 = TJ e i] R = 0, ou seja, o trabalho total realizado e nulo. Como os contornos das duas areas 
sombreadas sao descritos em sentidos opostos, esse trabalho e representado graficamente 
pela diferenca entre as duas areas (cf. pag. 180), o que levaria a construcao de Maxwell. 

Este raciocinio nao e correto. Com efeito, para que se tivesse um ciclo termodinamico 
reversivel, seria preciso que os estados percorridos fossem estados de equilibrio termo- 
dinamico, o que nao acontece ao longo da porcao instavel das isotermas de Van der Waals. 
Entretanto, argumentos mais elaborados, que nao poderemos discutir aqui, mostram que a 
prescncao de Maxwell (areas iguais) e correta. 

A porcao IE da isoterma de Van der Waals pode ser realizada experimentalmente: ela 
corresponde a estados em que o vapor se encontra a pressao mais elevada que a pressao de 
vapor a temperatura T, sem que ele se condense. E o que se chama um vapor supersaturado. 
Isto ocorre, por exemplo, com vapor de agua na alta atmosfera. Entretanto, e uma situacao de 
equilibrio instavel: basta que aparecam nucleos de condensacao, tais como particulas carre- 
gadas ou minusculos grabs de poeira em suspensao, para que gotas de liquido comecem a se 
condensar em torno desses nucleos. Esta propriedade foi usada na camara de Wilson para 
materializar as trajetorias de particulas nucleares ou subnucleares. 

Analogamente, a porcao 3D da isoterma (Fig. representa estados em que o liquido 
esta superaquecido, ou seja, a temperatura T e mais alta do que aquela compativel com a 
pressao de vapor no ponto considerado da isoterma, sem que haja vaporizagao. Tambem 
neste caso, a presenca de nucleos provoca a vaporizagao, o que e utilizado na camara de 
bolhas para observar trajetorias de particulas de alta energia. 
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Figura 11.17— Isotermas deum gas real 



As isotermas de urn gas real (Fig. 11.17) sao 
analogas as de um gas de Van der Waals, com as 
porcoes instaveis substituidas por segmentos de reta 
horizontals na regiao de coexistencia de liquido + va- 
por. Esta regiao e delimitada pela curva ACB. Acima 
da isoterma crftica T c , temos gas. Na regiao pontilhada 
da figura abaixo, de T c e acima de BC, o gas costuma 
ser chamado de vapor. Na regiao sombreada, abaixo 
de T c e acima de AC, temos liquido. 

Acima de T c , por mais que aumentemos a 
pressao, o gas nao se liquefaz. Oxigenio, nitrogenio e 
hidrogenio eram chamados de "gases permanentes" 
antes de se reconhecer que nao haviam sido liquefeitos por nao se ter atingido temperaturas 
abaixo da temperature critica dessas substantias (vide valores na tabela abaixo); o 0 2 foi 
liquefeito pela primeira vez em 1877. 

A medida que Tse aproxima de T c por valores inferiores, vai diminuindo o comprimento 
da porcao horizontal das isotermas, ou seja, a diferenca entre os volumes molares do liquido 
e do vapor a pressao de vapor. No ponto critico, essa diferenca desaparece. 

Para T > T C/ a substantia passa de forma continua e homogenea da regiao de vapor a 
regiao de liquido, sem que haja em qualquer momenta uma separacao de fase. Assim e possivel 
passar do ponto 1 (vapor) da Fig. 11.17 ao ponto 3 (liquido) de forma continua, "dando a volta 
por cima" pelo caminho 1 -> 2 -> 3 indicado na figura. E o que se chama continuidade entre os 
estados liquido e gasoso. 

A tabela abaixo da os valores de T c , P c e p c , (densidade no ponto critico) para diversas 
substantias. 



Substantia 


T C (K) 


P c (atm) 


Pc(g/cm 3 ) 


P C Vc 
RT C 


H 2 0 


647,50 


218,50 


0,3250 


0,230 


o 2 


154,60 


49,70 


0,4100 


0,292 


N, 


126,00 


33,50 


0,3100 


0,291 


H, 


32.yy 


12,76 


0,0314 


0,304 


Helio 4 


5,19 


2,25 


0,0690 


0,308 



A ultima coluna da tabela da o valor de Pv/RT no ponto critico. Para um gas ideal, seria 
igual a unidade. Para um gas de Van der Waals, pelas (11.7.10) a (11.7.12), teriamos 

P c v c /RT C = 3/8 = 0,375 (Van der Waals) (11.7.16) 
o que difere apreciavelmente dos valores experimentais da tabela. Por outro lado, pela 
(11.7. 10), e v c = 3i>, e nao seria de se esperar que a equacao de Van der Waals desse muito 
bons resultados nesta regiao, em que as moleculas ocupariam quase todo o volume do 
recipiente. 

As constantes de Van der Waals a e b podem ser obtidas a partir dos coeficientes de va- 
riacao de P com T (a v constante) e de v com T (a P constante). Medindo o volume em 1 (litres), 
os valores de b para gases sao geralmente da ordem de 0,03 a 0,06 1/ mol e os valores de a sao 
da ordem de 0,1 a 5 l 2 atm/mol 2 . Como, para um gas nas condicoes NTP, 1 mol = 22,4 1, o 
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covolume b e - 0,15% a 0,3% do volume total, o que esta de acordo com a estimativa anterior 
(pag. 242) de que o volume ocupado pelas moleculas num gas, nessas condicoes, e < 10~ 3 do 
volume total. A partir do valor experimental de b, pode-se obter o diametro efetivo d = 2r 0 das 
moleculas do gas, com o auxilio da (11.7.4). 

A magnitude a/v 2 da copressao (11.7.6), que mede o efeito das forcas atrativas de coesao, 
e tambem da ordem de 0,3% da pressao total para o ar nas condicoes NTP. Como ela e 
proporcional a v~ 2 ou seja, a P 1 (para T constante), e facil ver que ela se torna uma fracao 
consideravel da pressao total para P - 10 2 atm; os desvios da lei dos gases perfeitos tornam- 
se grandes nestas condicoes. 



PROBLEMAS DO CAP1TULO 11 

1. Um feixe molecular de oxigenio, contendo 10 10 moleculas/cm 3 de velocidade media 
500m/s, incide sobre uma placa segundo um angulo de 30° com a normal a placa. Calcule 
a pressao exercida pelo feixe sobre a placa, supondo as colisoes perfeitamente elasticas. 

2. Um dos vacuos mais elevados que podem ser produzidos corresponde a uma pressao de 
10~ 12 mm/Hg. Nesta pressao, a 27°C, quantas moleculas de ar por cm 3 ainda permanecem? 

3. Um gas e submetido a uma expansao isotermica reversivel num recipiente cilindrico 
munido de um pistao de area A e massa M. 0 pistao desloca-se na direcao x com velocidade 
constante u. Tem-se u « v qm e M » m, onde v qm e a velocidade quadratica media das 
moleculas, cuja massa e m. Suponha as colisoes das moleculas com o pistao perfeitamente 
elasticas num referencial que se move com o pistao. (a) Mostre que, no referencial do 
laboratorio (onde o cilindro esta em repouso), as colisoes com o pistao nao sao 
perfeitamente elasticas, calculando a perda de energia cinetica de uma molecula que 
colide com o pistao com componente x da velocidade v x > 0 (no resultado, despreze u em 
confronto com vj. (b) Some sobre todas as moleculas e mostre que a perda total de 
energia cinetica e igual ao trabalho realizado na expansao do gas. 

4. Calcule o numero medio de moleculas por cm 3 e o espacamento medio entre as moleculas: 
(a) em agua liquida, (b) em vapor de agua a 1 atm e 100°C (tratado como gas ideal), (c) No 
caso (b), calcule a velocidade media quadratica das moleculas. 

5. Um kg de ar e composto de 232 g de oxigenio, 755 g de nitrogenio e 13 g de outros gases. 
Para ar nas condicoes normais de temperatura e pressao, calcule as pressoes parciais 
exercidas pelo oxigenio e pelo nitrogenio. 

6. Um recipiente de 10 1 contem 7 g de nitrogenio gasoso, a pressao de 4,8 atm e a tempera- 
tura de 1.800 K. A essa temperatura, uma porcentagem x das moleculas de nitrogenio 
encontram-se dissociadas em atomos. Calcule x. 

7. A temperatura na superficie da Lua chega a atingir 127°C. Calcule a velocidade quadratica 
media do hidrogenio molecular a essa temperatura e compare-a com a velocidade de 
escape da superficie da Lua. Que conclusao pode ser tirada dessa comparacao? 

8. A velocidade do som num gas (que pode ser tratado como ideal ) e 0,683 vezes a velocidade 
quadratica media das moleculas do gas nas mesmas condicoes de temperatura e pressao. 
Qual e o numero de atomos por molecula do gas? 
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9. Considere uma particula esferica de 0,5 um de raio e densidade 1,2 g/cm 3 , como as que 
foram utilizadas por Jean Perrin em experiencias para determinacao do niimero de 
Avogadro. Uma tal particula, em suspensao num lfquido, adquire urn movimento de 
agitacao termica que satisfaz a lei de equiparticao da energia. De acordo com esta lei, 
qual seria a velocidade quadratica media da particula em suspensao a temperatura de 
27"C? 

10. (a) Calcule o expoente adiabatico y= C p /C, para um gas diatomico a uma temperatura 
elevada, tal que uma fracao x das moleculas se encontram dissociadas em atomos. 
Verifique que o resultado se reduz aos casos limites esperados quando nao ha dissociacao 
ou quando ela e total, [b} Se o valor observado e y= 1,5, qual e a porcentagem de dissocia- 
cao x? 

11. Coloca-se 1 g de hidrogenio e 1 g de helio num recipiente de 10 1, a uma temperatura de 
27°C. (a) Qual e a pressao? (b) Calcule os calores especfflcos molares C„ e C p , bem como 
7= Cp/C„ para a mistura gasosa. 

12. Um gas e formado de moleculas diatomicas de momento de inertia I = 6 x 10~ 39 g ■ cm 2 . 
Calcule a velocidade angular de rotacao quadratica media de uma molecula do gas em 
torno de um eixo perpendicular a linha que une os centros dos dois atomos, nas condicoes 
normais de temperatura e pressao. 

13. 0 livre percurso medio em helio gasoso a 1 atm e 15°C e de 1,862 x 10~ 5 cm. (a) Calcule o 
diametro efetivo de um atomo de helio. (b) Estime o niimero medio de colisoes por segundo 
que um atomo de helio sofre nestas condicoes. 

14. 0 diametro efetivo da molecula de C0 2 e = 4,59 x 10" 8 cm. Qual e o livre percurso medio 
de uma molecula de C0 2 para uma densidade de 4,91 kg/m 3 ? 

15. Sejam P c , v c e T c as constantes criticas de um gas de Van der Waals (pag. 263). Mostre 
que, se exprimirmos a equacao de Van der Waals em termos das variaveis reduz/das 
S=P/Po *>= v/Vc e t= T/T c , ela assume uma forma universal, ou seja, a mesma para todas 
as substantias. 

16. Calcule o trabalho realizado por um gas de Van der Waals numa expansao isotermica a 
temperatura 7, passando do volume molar vj para v f 

17. A partir da tabela da pag. 265, tratando o helio gasoso como um gas de Van der Waals, 
calcule o diametro efetivo de um atomo de helio. Compare o resultado com aquele obtido 
no Problema 13. Discuta a razao da concordancia ou discrepancia. 

18. A pressao critica e a temperatura critica observadas para o C0 2 sao, respectivamente, 
P c = 73,0 atm e T c = 304,1 K. (a) Calcule as constantes de Van der Waals a e b para o C0 2 . 
(b) Calcule a densidade critica p c para o C0 2 pela equapao de Van der Waals e compare- 
a com o valor observado de 0,46 g/cm 3 . (c) Se o C0 2 fosse um gas ideal, a que pressao 
seria precise submeter 1 mol de C0 2 para que ocupasse o volume de 0,5 1 a temperatura 
de 0°C? (d) Qual seria a pressao necessaria na situacao (c) considerando o C0 2 como um 
gas de Van der Waals? (e) Em (d), que fracao da pressao total e devida a interacao entre 
as moleculas do gas? 
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Capital® 



NOCOES DE MECANICA 
ESTATISTICA 

12,1 — Introducao 

A teoria cinetica dos gases mostra que e possivel deduzir e interpretar resultados validos em 
nivel macroscopico, tais como a equacao de estado de um gas, a partir de sua estrutura 
microscopica na escala atomica. 

Nessa escala, o gas e constituido de um numero imenso de particulas (tipicamente da 
ordem do numero de Avogadro), movendo-se constantemente em todas as direcoes e colidindo 
entre si e com as paredes do recipiente. 0 movimento de cada particula obedece as leis da 
mecanica (na escala atomica, e preciso levar em conta os efeitos quanticos). Entretanto, o 
comportamento do gas nao e descrito aplicando estas leis para determinar o movimento de 
cada particula, porque: (i) nao seria possivel obter as condicdes iniciais para - ltr 24 particulas; 
(ii) mesmo que fossem dadas, seria impossivel resolver as equacoes de movimento 
correspondentes; (iii) nao estamos interessados nos detalhes do movimento de cada particula, 
mas tao somente no estudo de um numero muito pequeno de parametros macroscopicos que 
caracterizam o gas: pressao, volume, temperatura. 

Vimos no capitulo anterior que na obtencao da equacao de estado so intervem os vaiores 
medios de grandezas microscopicas, tais com a energia cinetica media. Isto e tipico: para 
passar da descricao microscopica a macroscopica, e preciso empregar metodos estaf/st/cos, 
que levaram ao desenvolvimento da mecanica estatistica. 

Estamos acostumados a descricao estatistica quando se lida com grandes populacoes, 
como a populacao de um pais. Um exemplo e a distribuicao de renda: divide-se a renda por 
habitante em faixas, e dar a distribuicao significa dizer que fracao da populacao tem sua 
renda compreendida dentro dos limites de cada faixa. Conhecendo essa distribuicao, podemos 
imedialamente calcular a renda media per capita: basta multiplicar a renda media de cada 
faixa pela fracao dos habitantes e somar os resultados, como na (11.3.8) (o resultado sera 
tanto mais preciso quanto mais fina for a subdivisao em faixas). A distribuicao tem de obedecer 
a certos vinculos dbvios: a soma de todos os habitantes e a populacao total do pais 
(equivalentemente, a soma de todas as frasoes e igual a unidade), e a soma de todas as rendas 
e a renda total do pais. Assim, a fracao dos habitantes que podem ter uma renda extremamente 
elevada e muito pequena. 

Vamos discutir agora, no caso de um gas, uma distribuicao estatistica analoga, que e um 
dos resultados basicos da mecanica estatistica: a clistribuigao das velocidades moleculares. 
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12,2 — A distribuicao de Maxwell 

Em urn trabaLho que apresenlou em 1859, James Clerk Maxwell obteve a distribuicao das 
velocidades moleculares num gas em equilibrio termico a temperatura T. Como a velocidade 
quadratica media depende da temperatura, o mesmo deve acontecer com essa distribuicao. 

Para definir a distribuicao de velocidades, temos de levar em coma que elas podem variar 
continuamente, de forma que uma faixa de velocidades e definida por 

(v,v+d»)«(v J/ v Jt +d p ; v,-,v v + dv y ; v z ,v z +dv z ) (12.2.1) 

ou seja, corresponde a moleculas cuja velocidade v tern componente x compreendida entre v x 
e v, + dv„ componente y compreendida entre v\ e v y + dv,„ e componente z compreendida 
entre v x e v z + dv z . Seja 

f(V, , v y , v z ) dv,dv y dv z (12.2.2) 

a fracao das moleculas compreendidas na faixa (12.2.1) num gas em equilibrio termico a 
temperatura T. A funcao f(v x , v y , v z ) e a funcao de distribuicao de velocidades, e nosso objetivo 
e determinar a forma dessa funcao. 

Notando que v„ v y e v z podem em prindpio assumir quaisquer valores entre - ~ e ~, e 
sendo a (12.2.2) definida como fracao, devemos ter a condjpao de normalizagao 

j dv x j dv y j dv 2 f(v s , v y , v z ) = 1 (12.2.3) 

Na Secao 11.3, aproximamos a distribuicao continua por uma distribuicao discreta, 
caracterizada por valores v,- da velocidade U ~ X 2, 3 . . .). A fracao das moleculas com velocidade 
v,- era dada por [cf. (11.3.2)] n/n = njlflj, que seria o analogo da (12.2.2). 0 valor medio de vf, 
por exemplo, era definido pela (11.3.8), cujo analogo para a distribuicao continua (12.2.2) e 

<vl> = Jdv, Jdv y jdv z vlnv x ,v y ,v 2 ) (12.2.4) 



(a) O metodo de Boltzmann 

Para determinar a funcao de distribuicao de velocidades, vamos empregar um metodo proposto 
por Boltzmann em 1876. 0 ponto de partida e a lei de Halley (1.7.4), que da a variacao com a 
altitude z da pressao p(z) exercida por um gas em equilibrio termico a temperatura T no 
campo gravitacional (atmosfera isotermica): 

m^m =eK L g m,} (12 , 2 .5) 

P(0) p(0) y [ y p(0) j 

onde p (z) e a densidade do gas a altitude z e p (0), p (0) sao os valores da pressao e da densidade 
a altitude zero. 

Pela lei dos gases perfeitos (9.1.13) aplicada a um volume Vdo gas a uma altitude quaiquer, 

pV = nRT = &c/M)RT (12.2.6) 

onde o numero de moles n e igual a razao WM da massa Si de gas no volume V a massa 
molecular M. Como WV = p e a densidade do gas a altitude considerada, a (12.2.6) da 
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p^pRT/M (12.2.7) 

A massa molecular M e a massa de 1 mo] do gas, ou seja, e igual a massa m de uma 
molecula do gas multiplicada pelo numero de Avogadro JV 0 (numero de moleculas por mol): 

M = N 0 m (12.2.8) 

Substituindo a (12.2.8) na (12.2.7) e lembrando que R/N 0 = k e a constante de Boltzmann 
(11.4.22), obtemos finalmente 

plp = ml[KT) (12.2.9) 

o que vale a qualquer altitude. 

Seja n(z) o numero de moleculas por unidade de volume a altitude z. Temos entao 

p(z) = n(z)m (12.2.10) 
Substituindo as (12.2.9) e (12.2.10) na (12.2.5), obtemos 



n(z) 
n(0)~ 



exp 



mg 

"W" 



(12.2.11) 



ou seja, o numero de moleculas por unidade de volume cai exponencialmente com a altitude 
z. Por outro lado, a qualquer altitude z, por hipotese, o gas esta em equilibrio termico a 
temperatura T, de modo que a distribuicao de velocidades (ou seja, a fracao das moleculas em 

cada faixa de velocidade) e a mesma para qualquer z. 

Vamos inicialmente desprezar as colisoes entre 
as moleculas. Neste caso, a trajetoria seguida por uma 
molecula no campo gravitational e uma parabola (Fig. 
12.1), e uma molecula que sai de z = 0, com uma 
componente v z > 0 de velocidade na direcao z, atingira 
uma altitude z dada por 




Figure 12.1 — Trajetoria parabolka 



1 , 

-mv- = mgz 



(12.2.12) 



Somente atingem a altitude z moleculas com v z maior ou igual ao valor minimo dado pela 
(12.2.12) (para valores maiores de v z , as moleculas ultrapassam a altitude z). 

Logo, podemos interpretar a reducao do numero medio de moleculas por unidade de 
volume com a altitude, dada pela (12.2.11), como urn reflexo do fato de que somente moleculas 
suficientemente velozes de camadas mais baixas (onde n e maior) atingem a altitude 
considerada. Este raciocinio foi empregado por Boltzmann para obter a distribuicao de 
velocidades, conforme veremos agora. 



(b) A distribuicao da componente v, 

Para simplificar a notacao, vamos fazer 

v z = w (12.2.13) 

Seja fi (w) a ftrncao de distribucao dew a temperatura T (a mesma a qualquer altitude), de 
modo que fj (w) dw e a fracao das moleculas cuja componente z de velocidade esta entre w e 
w + dw. 

Devemos ter entao, analogamente a (12.2.3), 
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J f^wjdw = 1 

:culas que se 
as moleculas 

:vv + > = J f i {w)wdw 



(12.2.14) 



Vamos considerar apenas as moleculas que se movem para cima, ou seja, com w > 0. 0 
valor medio < w* > da velocidade dessas moleculas e 



(12.2.15) 



(Note que j f t (w)dw = < w > = 0. Por que?) 




0 numero medio de moleculas por unidade de 
tempo que atravessam de baixo para cima uma seccao F/gura 12.2 — Atravessamento de area 
de area unitaria a altitude z e um'taria 



n(z)<w : > 



(12.2.16) 



porque, num intervalo de tempo dt, atravessam essa area as moleculas (Fig. 12.2) contidas 
num cilindro com base nessa secgao e de altura < w* > dt, cujo volume e < w* > dt; o numero 
medio de moleculas contidas nesse volume a altitude z e n (z) < w* > dt, o que leva a (12.2.16). 

Pelo mesmo raciocinio, o numero medio de moleculas que atravessam z = 0 com v z entre 
w e w + dw por unidade de tempo e area e 



n(0) f t {w)dw ■ w 

fra9§o no 
intervalo considerado 



(12.2.17) 



Estas moleculas atingem altitudes maximas entre z e z + dz, onde, pelas (12.2.12) e (12.2.13), 



mgdz = d -mv 



= mwdw 



(12.2.18) 



A redufSo do numero medio de moleculas por 
unidade de tempo e area entre as altitudes z e z + dz e 
devida exatamente as moleculas que obedecem as 
(12.2.17) e (12.2.18), porque moleculas com w maior 
atravessam ambas as seccoes, e as com w menor nao 
atingem sequer a altitude z (Fig. 12.3). Logo, levando 
em conta a (12.2.16), 



z + dz 




-l- Z = 0 



onde w e definido por 



Como 



F/gura 12.3- 
[n(z)-n(z + dz)]<w + > = nWf^Mwdw 

1 2 

-mw i = mgz 



n(z)-n(z + dz) = -— dz 
dz 



Moleculas que contribuem 
(12.2.19) 

(12.2.20) 



as (12.2.18) e (12.2.19) dao 
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dz dz 



dn mq , m ( mg 

— = — n(0)exp — . 

dz kT " kT 



(12.2.21) 

Por outro Iado, diferenciando a (12.2.11) em relacao a z, obtemos 

(12.2.22) 

Substituindo este resultado na (12.2.21) e levando em conta a (12.2.20), obtemos 

. , . m<w~> f 1 mw 2 1 moioqi 
f 1 (w) = ^-expj--— j (12.2.23) 

O valor de < iv~ > se obtem aplicando a condicao de normalizacao (12.2.14): 

j f„ - i - j expi -|^)dw = ^<^>je-'dx (12.2.24) 

onde fizemos na integral a mudanca de variavel mv^HZkT] = x 2 . Resta calcular esta integral: 

A= je' x 'dx 

Temos 

A 2 = j e^dx J e ^dy-j* j dy e^ 1 -** 1 



(12.2.25) 



(12.2.26) 



que podemos considerar como uma integral dupla estendida a todo o piano (x, y). Esta inte- 
gral pode ser calculada em coordenadas polares (r, 9): x 2 + y 2 = r 2 , dxdy -* r dr dft o que da 



A 2 = JdejV r >dr = 2;i 
o o 



ou seja 



A= | e >r dx = 4% 
Substituindo a (12.2.27) na (12.2.14), vem 

jkT 

<W> =fe 
Levando este resultado na (12.2.23), obtemos finalmente 



f,lw) = 


2Kkl 


1/2 

exp 


1 mw 2 | 
v -2^~J 



(12.2.27) 



(12.2.28) 



(12.2.29) 



que da a funcao de distribuicao da componente w = v 2 das moleculas de um gas em equilibrio 
termico a temperatura T. 
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(c) Discussao 

A flgura 12.4 e o grafico da fungao gaussiana y (x) = 
exp (-x 2 ), que, a menos do fator de normalizacao, da 
o andamento de (12.2.29) como funcao da variavel x, 
onde 



i 2 
-liftir 

x 2 =^r— (12.2.30) 

Figura 12.4 — Gaussiana 

Note que | mvv' e a energia cinetica associada a 

translacao na direcao z e kT e o dobro da energia cinetica media associada a esse grau de 
liberdade a temperature T [cf. (11.5.9)]. 

A funcao y cai muito rapidamente para |x| » 1, o que significa que muito poucas moleculas 
possuem velocidades v z tais que a energia cinetica associada e » kT. A area debaixo da curva 
entre x e x + dx (sombreada na Fig. 12.4) permite bbter a fracao das moleculas com velocidade 
entre w e w + dw, pois w e proportional a x, pela (12.2.30). A simetria da curva em relacao a 
x = 0 reflete a simetria da distribuicao entre v 2 > 0 e v z < 0. 

Na deducao, nao foi levado em conta o efeito das colisoes entre as moleculas, embora ele 
seja essencial para estabelecer a distribuicao de velocidades (por exemplo, uma situagao em 
que todas as moleculas, num dado instante, tivessem a mesma velocidade nao pode 
corresponder a distribuicao de equilibrio, porque seria imediatamente destruida pelo efeito 
das colisoes). 

A razao pela qual nao foi preciso considerar explicitamente o efeito das colisoes e que ele 
esta contido implicitamente no raciocinio que levou a (12.2.21): o resultado nao depende de 
seguir o movimento de cada molecula individual, mas apenas do numero medio de moleculas 
por unidade de tempo e area que cruzam uma dada seccao; se uma determinada molecula, 
numa colisao, transfere a componente v z de sua velocidade a outra molecula, que toma o seu 
lugar, isto nao afeta o resultado. 

Para que uma molecula tenha urn valor elevado de v z , e preciso que ela tenha sofrido 
colisoes favoraveis (ou seja, que aumentem o valor de v z ) com grande numero de outras 
moleculas sucessivamente. Podemos comparar a probabilidade de que isto aconteca com a 
probabilidade de obter uma seqiiencia de n "caras" em n lancamentos sucessivos de uma 
moeda, num jogo de cara ou coroa. Esta probabilidade e 

(l/2)"=exp(-nln2) (12.2.31) 

ou seja, decresce exponencialmente com n. Pela mesma razao, na (12.2.29), a probabilidade 
de que uma molecula tenha energia cinetica de translacao elevada na direcao z decresce 
exponencialmente com o valor dessa energia cinetica. 

Poden'amos perguntar tambem como e possivel que < v z > (dado pela (12.2.28)) seja 
independente de z, se as moleculas, a medida que sobem a altitudes z maiores na atmosfera, 
tem de ir sofrendo uma reducao de energia cinetica para compensar o ganho de energia 
potencial. Isto nao deveria diminuir a energia cinetica media, o que seria incompativel com a 
hipotese da atmosfera isotermica (T = constante)? 

A resposta e que isto nao acontece porque as moleculas mais lentas nao atingem alti- 
tudes zmais elevadas (12.2.12), o que tende a aumentar a energia cinetica media, compensando 
a diminuicao devida ao aumento da energia potencial. A distribuicao de Maxwell e preci- 
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samente aquela para a qual os dois efeitos se compensam, mantendo o equilibrio termico a 
temperatura T, qualquer que seja z. Assim, a fracao das moleculas com velocidades dentro de 
uma dada faixa permanece a mesma, independente da altitude: e o numero medio de moleculas 
por unidade de volume que vai decrescendo exponencialmente com a altitude, segundo a 
(12.2.11). 

(d) A distribuicao de Maxwell 

A discussao que acaba de ser feita indica que a distribuicao de velocidades em equilibrio 
termico a temperatura T, que independe de z, tambem nao e afetada pela presenca do campo 
gravitational: a (12.2.11) serviu apenas para auxiliar na obtencao de f t (wj, empregando o 
raciocinio de Boltzmann. 

Por conseguinte, como a componente v z nada tern de especial, a fungao f, (w) tambem 
deve descrever a distribuicao das componentes v x e v v da velocidade. E de se esperar entao 
que a fracao (12.2.2) das moleculas cujas velocidades estao compreendidas na faixa (12.2.1) 
seja dada por 

f{v x v y ,v z )dv z dv v dv z = f l (v x )dv l f 1 (v,,)dv y f 1 (v z )dv z (12.2.32) 

No exemplo da distribuicao de renda mencionado a pag. 268, a (12.2.32) corresponde ao 
seguinte raciocinio: se 10% da populacao do pais caem numa certa faixa de renda, e 1/4 da 
populacao esta concentrado numa dada regiao do pais, a fracao da populacao que satisfaz 
simuifaneamenfe a ambas as condicoes (cai na faixa de renda em questao e mora na regiao 
considerada) seria 1/4 x 10% = 2,5%. Entretanto, isto pressupoe que as duas condicoes sao 
independentes, ou seja, que o fato de morar em determinada regiao nao altera a distribuicao 
de renda. Para um pais, isto tende a nao ser verdade: ha regides mais e menos desenvolvidas. 

Analogamente, a (12.2.32) pressupoe que o fato de uma molecula ter componente x da 
velocidade numa certa faixa nao afeta a distribuicao das outras componentes. Embora 
plausivel, este resultado nao e obvio. Maxwell empregou esta hipotese em sua deducao origi- 
nal, o que constitui um de seus pontos fracos. Entretanto, deducoes mais rigorosas levam ao 
mesmo resultado. 

Substituindo a (12.2.29) na (12.2.32), obtemos fmalmente a distribuigao de Maxwell 





2*kTj 


exp 


m(vj + vl + <4) 
2kT 



(12.2.33) 



A condigao de normalizacao (12.2.3) e automaticamente satisfeita: a integral tripla se 
reduz a um produto de tres integrals, em v x , v y e v z , que sao iguais a unidade, pela (12.2.14). 

Reciprocamente, se perguntarmos, partindo da (12.2.33), que fracao das moleculas tern 
componente x de velocidade entre v x e v x + dv„ a resposta e 

dv K j dv y j dv z f{v x ,v y ,v 2 )=Uv x )dv x (12.2.34) 

conforme deveria ser. 

Se tomarmos um recipiente macroscopico contendo Nmoleculas de um gas em equilibrio 
a temperatura T, podemos representar a velocidade (v„ v y , v z ) de cada molecula por um ponto 
no espaco de velocidades, com essas coordenadas cartesianas em relagao a um sistema de 
eixos (y x , v y , v z ). A fragao das moleculas na faixa (12.2. 1) sera igual a dN Vfr Vy , V JN , onde (Fig. 
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12.5) dN lv Vi Vl e o numero de pontos representatives 
que caem num elemento de volume dv x dv y dv 2 corn 
centro no ponto [v x , v y , vj: 

dN v K .v,,,v, =Nf(v 1 ,v i ,v z )dv x dv r dv 1 (12.2.35) 

0 expoente da (12.2.33) e 







- — dv^ ^v y dvz 




jo:..,, *' 
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2 energia cmetica 



kT 



kT 



Figura 12.5 — Espaco de velocidades 



(12.2.36) 



que so depende de v 2 , ou seja, a distribuicao no espaco 
de velocidades e isotrdpica, conforme seria de se es- 
perar: nao ha direcao privilegiada para as velocidades. 

Podemos perguntar qual e a funcao de distri- 
buicao da magnitude da velocidade: que fracao das 
moleculas tem |vj entre v e v + dv? No espaco 'das 
velocidades, sao aquelas cujos pontos representatives 
caem entre as esferas de raios v e v + dv (Fig. 12.6), ou 
seja, 



volume entre 
as duas esferas 





V. 










Br V 




V iffif v 















Figura 12.6— Distribuicao emmagnitude 



dN(v) = NF(v)dv = Nf(v x ,v y ,v z )- 4w 2 dv =4nN 
o que da a funpao de distribuicao F(v): 



ffl 
2itJcT 



mv' 



(12.2.37) 



(12.2.38) 



Pela (12.2.37), dN[v)/N = F(v)dv, e a fracao das moleculas que tern |v| entre vev + dv. Por 
construcao, 



|F(v)dv = : 



(12.2.39) 



(e) Velocidades caracteristicas 

A partir da (12.2.38), podeimos calcular varias velocidades caracteristicas das moleculas do 
gas. 

Velocidade quadratica media: E definida por [cf. (12.2.4)] 

= jF(v)v 2 dv (12.2.40) 



Km = < V > 



Para calcular esta integral, notemos que, com m/(2kl) = X, as (12.2.38) e (12.2.39) se 
escrevem 
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"J 



)7'- vV- v dv^ 



(12.2.41) 



Derivando ambos os membros em relacao ao parametro A, obtemos 
| ft J v 2 e dv - #j v 2 e" Av 2 v 2 dv = 0 



ou seja, 



o que da 



4- ft | v V ir 2 dv = f F(v)v 2 dv = | r 1 f F( v 
Vt S J „ 2 ' 



}dv 



3JcT 



(12.2.42) 



o que equivale a (11.4.21). Analogamente, a equiparticao da energia de translacao (11.5.9) se 
obtem imediatamente das (12.2.4) e (12.2.33). 
Veiocidade media: E definida por 



= jF{v)vdv 



(12.2.43) 



Substituindo F(v) pela (12.2.38) e efetuando a mudanca de variavel 

mv 2 



ZkT 



obtemos 



V ran Jo 



xdx 



xe"* +(e "d^-e - * =1 



<V) = 



8kT 
ran 



(12.2.44) 



Veiocidade mais provavei: E o valor v p que maximiza F (v): 
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Como 

S = 1,732, ^67* = 1,595 
as tres velocidades caracten'sticas (12.2.42), (12.2.44) 
e (12.2.45) sao muito proximas entre si. A Fig, 12.7 da 
a funcao de distribuicao F(v) e indica a localizacao de 
v p (posicao do pico), < v > e v qm . 

A Fig. 12.8 mostra o que acontece com F(v) 
quando a temperature T aumenta (os valores nume- 
ricos se referem a 0 2 ). 

0 pico (valor de v p ) se desloca para a direita e se 
alarga; o valor de F(v) diminui, mantendo a area de- 
baixo da curva sempre = 1. 

Note que a fracao das moleculas com velocidades 
mais elevadas aumenta consideravelmente, o que 
permite compreender o efeito da elevacao da tempe-. 
ratura sobre a taxa de reagoes quimicas em fase 
gasosa. 



•Jz = 1,414 




Figura 12.8 — Efeitn do aumenta da 
(f) Distribuicao de Boltzmann temperature 

No exemplo da atmosfera isotermica, conhecemos a distribuigao de velocidades das moleculas 
e tambem a sua distribuicao espacial, que e dada pela lei de Halley (12.2.11): a distribuicao e 
uniforme num piano horizontal [x, y), mas decresce exponencialmente com a altitude z. 
Combinando as duas distributes, podemos dizer que a fracao das moleculas num elemento 
de volume dx dy dz com centra em (x, y, z) com velocidade na faixa (12.2.1) e 



F(x, y, z, v x , v f , v z ) dx dy dz dv x dv y dv z 

r V 

onde, pelas (12.2.11) e (12.2.33), 



(12.2.46) 



F(r,v) = Cexp|-^exp-^ 



= Cexp 



1 1 



kT 2 



■mv +mgz 



onde C e urn fator de normalizacao. 
Mas 



(12.2.47) 



£ = -mv +mgz 



(12.2.48) 
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e a energia total de uma molecula de velocidade v situada na altitude z. Logo, a funcao de 
distribuicao em posicao e velocidade F (r. v) e dada por 



FCr,v) = Ce»pf-jj 



(12.2.49) 



onde E e a energia total da molecula e C o fator de normalizacao 

A (12.2.49) e a generalizacao, devida a Boltzmann, da lei de distribuicao de Maxwell, e 
tern aplicabilidade muito mais geral do que ao caso da atmosfera isotermica. A probabilidade 
de encontrar uma molecula com energia total E (cinetica + potencial), numa situacao de 
equilibrio termico a temperatura T, decresce exponencialmente com E A interpretacao fisica 
deste resultado e analoga a que vimos em conexao com a (12.2.31). No caso da atmosfera 
isotermica, por exemplo, e pouco provavel que uma molecula atinja uma altitude elevada 
(energia potencial elevada), porque e preciso para isso que ela sofra uma sucessao de colisoes 
tendentes a aumentar cada vez mais sua elevacao. 




Fendas colimadoras 



Figura 12.9 — Producao de um feixe 



1,2.3 — Verificacao experimental da distribuicao de Maxwell 

A distribuicao de Maxwell pode ser comprovada com grande precisao nas ultimas decadas, 
gracas a tecnica dos feixes atomicos e moleculares. Embora se tenham utilizado feixes de 
particulas carregadas, acelerados e defletidos por campos eletricos e magneticos, desde o 
inicio do seculo XX, so bem mais recentemente foram desenvolvidos metodos para manipu- 
lagao de feixes de particulas neutras, formados de atomos ou molecuias. 

Um dispositivo tipico para producao de um feixe 
esta representado na Fig. 12.9. Uma amostra do ma- 
terial cujos atomos ou molecuias formarao o feixe e 
evaporada no forno, a temperaturas de algumas cen- 
tenas de graus e press5es da ordem de 10" 2 a 10" 3 mm/ 
Hg. 0 feixe sai do forno por um orificio de diametro 
d da ordem de 0,02 a 0,05 mm, emergindo num espaco 
onde se fez alto vacuo e sendo colimado ao passar 
por fendas alinhadas (figura). 
As estimativas do livre percurso medio J a pag. 259 mostram que, para as pressoes acima, 
tem-se' 

d«l (12.3.1) 

Logo, as molecuias passam em media na vizinhanca do orificio um tempo - d/v muito 
menor do que o intervalo de tempo medio entre duas colisoes I/v (v = velocidade media). 

Nestas condicoes, a presenca do orificio produz uma perturbacao muito pequena na 
distribuicao de velocidade no interior do forno, e o escapamento do feixe atraves do orificio 
chama-se de efusao. Isto nao seria verdade se fosse d » /; o escapamento do gas corres- 
ponderia nessas condicoes a um escoamento de tipo hidrodinamico, afetando toda a 
distribuicao de velocidades dentro de recipiente. 

Seja AS a area do orificio. Pela (12.2.17), o numero medio de molecuias com velocidades 
entre vev + dv queincidem sobre AS durante um intervalo de tempo At sera proportional a 

nF(v)dv- AS -vAf (12.3.2) 
onde F(v) e dado pela (12.2.38) eiieo numero de molecuias por unidade de volume dentro do 
forno. 
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Logo, a densidade de corrente j (v) no feixe, para moleculas com velocidades entre v e v 
+ dv, sera dada por 

jlv) = AnvFW - nv 3 ex p|-^rj (12.3.3) 

onde A e uma constante de proporcionalidade. 

Note que a densidade de corrente difere da distribuicao de Maxwell por conter urn fator 
v adicional. 



Para medir j (v), utiliza-se um seletor de velo- 
cidades. Um dos tipos empregados esta esquema- 
tizado na Fig. 12.10. Consiste num par de obturadores 
acoplados ao mesmo eixo, que gira com velocidade 
angular m, e espacados de uma distancia 1. Cada 
obturador e um disco com um dente que pode ser 
atravessado pelo feixe: se o dente nao esta em fren- 
te ao feixe, este e interceptado pelo obturador. Para 
a) = 0, ha uma separacao angular A9 entre os dentes 



Feixe 


- / Detector 






~\ A8 




r 



dos dois obturadores. Para que um grupo demolecu- Figura 12.10 — Seletor de velocidades 
las de velocidade v do feixe atravesse os dois obtura- 
dores, e preciso que se tenha 

Afl = ft)Af = ft)i/u (12.3.4) 

onde Af = i/v e o tempo de voo das moleculas entre os dois obturadores. 

Como A9 e 1 sao fixos na [12.3.4), basta fazer variar m para medir j (v) em funcao de v. Os 
resultados obtidos mostram excelente acordo com a (12.3.3), confirmando a validade da 
distribuicao de Maxwell. 



12.4 — Movimento browniano 

Em 1827, o botanico ingles Robert Brown, observando ao microscopio minusculas particulas 
de polen em suspensao na agua, notou que elas estavam continuamente em movimento, 
agitando-se de forma extremamente irregular. A principio, pensou que se tratasse de seres 
vivos, mas verificou depois que o mesmo movimento era observado em particulas inorganicas 
em suspensao, bastando que seu tamanho fosse suficientemente pequeno: da ordem de 0,1 (i 
a 1 u, ou seja, 10 -3 a 10" 1 cm. 

A explicacao correta, atribuindo o movimento ao efeito das colisoes de moleculas do 
liquido com as particulas em suspensao, foi primeiro proposta por Delsaux em 1877. 

A primeira teoria quantitativa do movimento browniano foi publicada por Einstein em 
1905, no mesmo volume de "Annalen der Physik"" em que apareceu seu primeiro trabalho 
sobre relatividade restrita. 

Naquela epoca, a teoria atomica ainda estava em seus primordios, e era vista com grande 
ceticismo por fisicos e quimicos eminentes, como Mach e Ostwald, que argumentavam nao 
haver nenhuma evidencia experimental direta da existencia de atomos. Einstein descreveu as 
origens de seu trabalho em sua autobiografia cientifica: 

"Meu objetivo principal era encontrar fatos que garantissem, na medida do possivel, a 
existencia de atomos de tamanho bem definido. Tentando faze-lo, descobri que, segundo a 
teoria atomica, deveria existir um movimento observavel de particulas microscopicas em 
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suspensao, sem saber que observacoes do movimento browniano ja eram familiares ha muito 
tempo". 

O movimento browniano representa, efetivamente, um exemplo do que Lucrecio, na 
antiguidade, havia ilustrado atraves da imagem dos graos de poeira que dancam ao acaso, 
suspensos no ar, tornados visiveis por um raio de luz (Secao. 11.1): evidencia do movimento 
de agitacao termica na escaia molecular, amplificado ate tornar-se visivel ao microscopio. 

A particula microscopica em'movimento browniano pode ser pensada como uma especie 
de "molecula gigante", submetida a um bombardeio continuo pelas moleculas do fluido em 
que esta suspensa. A cada instante, a pressao resultante deste bombardeio flutua de forma 
irregular, levando a particula a ter o seu proprio movimento de agitacao termica. A velocidade 
e a amplitude desse movimento sao muito menores do que as das moleculas do fluido, devido 
a massa enormemente maior da particula suspensa, mas mesmo assim sao visiveis. 

0 teorema de equiparticao da energia tambem se aplica a particula suspensa: como ela 
esta em equilibrio termico com as moleculas do fluido, a temperatura T, sua energia cinetica 
media e dada pela (11.4.21): 

-m<v 2 > =§JcT (12.4.1) 
2 2 

onde m e a massa da particula suspensa. 

Para uma particula de - 0,1 u de raio, m e ~ 10 s vezes a massa de uma molecula tipica, de 
modo que, pela (12.4.1), v qm seria - KT 1 vezes menor que as velocidades moleculares tipicas. 
Como estas sao de centenas de m/s (Secao 11.3), valores tipicos de v qm para particulas 
brownianas seriam da ordem de cm/s. Entretanto, as velocidades observadas ao microscopio 
para particulas destas dimensoes sao da ordem de 0,01 a 0,1 mm por minuto, ou seja, sao 
~ 10 4 a 10 5 vezes menores. Como explicar esta discrepancia? 

Uma "trajetdria browniana" tipica observada tem 
o aspecto ilustrado na Fig. 12.11, onde a particula foi 
do ponto A ao ponto B durante o intervalo de ob- 
servacao. Entretanto, se dispusessemos de um "su- 
permicroscdpio" capaz de ampliar fortemente um so 
"passo" dessa trajetdria, veriamos que este "passo" e 
na realidade um intricado caminho em ziguezague, 
tao emaranhado quanta a "trajetdria" toda observada, 
Figure 12.11 -Trajetdria browniana e isto continuaria valendo em ampliacoes sucessivas, 

ate chegarmos a escaia molecular. Logo, a "veloci- 
dade" observada e na realidade uma media sobre este complicado processo de difusao, o que 
leva a um valor inferior a v qm . Para compreender o que acontece, e preciso analisar este 
processo. 




Passeio ao acaso unidimensional 




Figura 12.12- 

bebado 



- Problema do marinheiro 



O exemplo mais simples de um processo de difusao 
do tipo do movimento browniano e o passeio ao acaso 
em uma dimensao, que pode ser ilustrado pelo "pro- 
blema do marinheiro bebado". 

Um marinheiro embriagado parte de um poste, 
deslocando-se ao longo da direcao x e dando passos 
sempre do mesmo comprimento I (Fig. 12.12), mas 
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com igual probabilidade de dar um passo a frente ou urn passo atras. A que disfancia media 
estara do poste apos N passos? 

Seja x„ a posicao apos n passos, com origem no poste. Temos entao: 



x,=±l 



< x 2 > -0 

*2 = *i±ij<jtf > =<x;> + J 2 ±2<x 1 >] =2I 2 
l<x n > =0 

x n - x n-l ± ' j < x\ > = < x\_ , > + l 2 ± 2< X„_, >( 
I =1' =0 

,-.<x 2 > = <xl_,>+f= ■<xl_,>+21 z = . 



o que da 



ou seja 



< x N > =0, 



<4> =.M Z 



(12.4.2) 



(12.4.3) 



Logo, apos 100 passos, o marinheiro estara em 
media a 10 passos de distancia do poste, com igual 
probabilidade de encontrar-se a esquerda ou a di- 
reita dele. A posicao mais provavel seria a origem 
(< x N > = 0), mas a distribuicao de probabilidade para 
x N seria uma curva com o aspecto da Fig. 12.13, cuja 




Figura 12.12— Distribuicao deprobabiii- 
dade 



largura ^< x\, > representa a flutuacao da posicao 
devida ao movimento ao acaso. 

No caso da particula browniana, podemos interpretar x„ como a projegao na direcao x 
do deslocamento a partir de uma origem dada apos n colisoes com moleculas do fluido. Se t 
e o intervalo de tempo medio entre duas colisoes, o tempo total decorrido ate x„ e t = m, ou 
seja, n e proportional ao tempo de observagao t. 

Podemos entao reescrever a (12.4.2) como uma relacao entre o deslocamento quadratico 
medio na direcao x e o tempo de observagao t 



--2Dt\ 



(12.4.4) 

onde a constante de proporcionalidade D definida desta forma chama-se o coeficiente de 
difusao. 

O mesmo raciocinio pode ser empregado para estimar a ordem de grandeza do coeficiente 
de difusao para difusao de um gas em outro, como no exemplo da difusao de vapor de per- 
fume no ar (pag. 256). Neste caso, em lugar de uma particula browniana, temos uma molecula 
(de perfume, por exemplo), e o intervalo de tempo medio entre duas colisoes e % = llv onde 1 e 
o livre percurso medio. Como N = tlx, e o passo i na (12.4.2) e ~ /, vem 
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<x'-> -nf~-7=m (12.4.5) 

T 

ou seja, comparando com a (12.4.41, 

D-iv (12.4.6) 
para difusao de um gas em outro. Tipicamente, nas condicoes NTP, ( - 10' 5 cm e v - 5 x 10 4 cm/s, 
de modo que D - 1 cm 2 /s, o que explica a lentidao com que o perfume se difunde no ar. 
No caso tridimensional, devido a isotropia, podemos escrever 

<x 2 > = <y 2 > = <z 2 > =l<>'> (12-4.7) 

de modo que a (12.4.4) leva a 



l<r 2 > = fPtj (12.4.8) 

A distancia quadratica media dos deslocamentos a origem, r qm = i/< r 2 > , cresce com 
■Ji em lugar de crescer linearmente com t. 

0 resultado obtido se generaliza ao calculo da flutuacao associada a urn grande numero 
N de eventos ao acaso: essa flutuacao e - {N, Por exemplo, o numero de moleculas de gas que 
colidem com a parede de um recipiente varia a cada instante, dando origem a flutuacoes de 
pressao (como no exemplo do jato de areia: (cf. 1, Secao (9.4)). Qual e a ordem de grandeza 
dessas flutuacoes? 

0 numero medio de moleculas de um gas que colidem com 1 cm 2 da parede do redpiente 
a cada instante e o que esta contido dentro de uma distancia - 1 da parede, ou seja, e JV - nl, 
onde n e o numeromedio de moleculas/cm 3 . Nas condicdes NTP,_tem-se n ~10 ,9 /cm 3 e J ~1(T 5 
cm , de forma que N - 10". Logo, a flutuacao correspondente e VN - 10 7 , mas o que importa 
e a flutuaf ao relativa 



V (AN) 2 /N-VN/N-1A 



(12.4.9) 



que neste caso e - 10"', ou seja, e extremamente pequena. 

Por outro lado, uma particula browniana de 0,1 n de diametro tern uma superfine ~ (10 -5 
cm) 2 - 10~ 10 cm 2 , de modo que, neste caso, N - 10 4 moleculas colidem com a particula a cada 
instante. A flutuacao de pressao correspondente e lWF- 1%, o que ja e uma flutua?ao 
apreciavel. Sao est'as flutuagoes relativas de pressao ao acaso (ora ha mais moleculas batendo 
numa direcao, ora em outra) que produzem o movimento browniano. 



A relacao de Einstein 

Para calcular o coeficiente de difusao D no caso do movimento browniano, consideremos a 
equacao de movimento da particula browniana na direcao x. 

Quais sao as forcas que atuam sobre a particula? Ao deslocar-se dentro do fluido, ela 
encontra uma resistencia de atrito que, para as baixas velocidades do movimento browniano, 
e proporcional a velocidade. A equacao de movimento na direcao x e entao (m = massa da 
particula) 



(12.4.10) 
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onde u e o coeficiente de atrito, proporcional a viscosidade do fluido (1, Secao. 5.2) e F ext e a 
forca externa, resultante das colisoes entre a parti'cula browniana e as moleculas do fluido. 
Esta forca varia ao acaso, representando as flutuacoes de pressao sofridas: e o que se chama 
uma forga estocastica ou fbrpa de Langevin. Em particular, e igualmente provavel que seja 
fext > 0 ou F ext < 0 a cada instante, de forma que 

<fWt> =0 (12.4.11) 
onde < > indica a media sobre urn grande numero de observacoes de particulas brownianas. 

A (12.4.10) permite tirar conclusoes sobre tais valores medios. Para calcular D, pela (12.4.4), 
queremos achar < a~ > em funcao de t. 

Como 

-fx 2 ]-?* — 

multiplicando ambos os membros da (12.4.10) por x: 



mx 


d 2 x 
dt 2 


dx 

fux 

,_d±^ 


dt{ dt, 


it! 


2dt lA 1 



- xF^. 



ou seja 



dt 



d_ Itf 
dt 2 



d \ x , 



(12.4.12) 



onde v x = dx/dt e a componente x da velocidade da particula. 

Podemos agora tomar a media de ambos os membros da (12.4.12) sobre urn grande 
numero de observacoes. Tendo em vista a (12.4.11), e razoavel supor que 



<*F«t> =0 
Por outro lado, pela equiparticao da energia, 



(12.4.13) 
(12.4.14) 
(12.4.15) 

onde a igualdade decorre de serem independentes as operacoes de tomar a media e de 
derivacao em relacao ao tempo. Com as (12.4.13) a (12.4.15), a media da (12.4.13) fica 



Seja 



\m<v 2 x > =|iT 



m— +uf = 2kT 
dt 



(12.4.16) 



Tomando como nova variavel 



g(0=f(t) — 
n 

que so difere de f por uma constants a (12.4.16) se escreve 



(12.4.17) 
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= r = - (12.4.18) 

dt T LI 

cuja solucao e 

g(t) = g(0)e-'" (12.4.19) 
Como a massa m da particula browiana e muito pequena, a vida media r do decaimento 
exponential (12.4.19) tambem e (valores tipicos de rsao - 10 -8 s). Logo, para qualquer tempo 
de observacao razoavel, podemos tomar 

g( t ),0 = -<x 2 >-— (12.4.20) 
dt u 

onde substitufmos as (12.4.17) e (12.4.15). 

Integrando em relacao a t ambos os membros da (12.4.20) 
finalmente 

2 2W. 
< x > = 1 

H 

Comparando com a (12.4.4), resulta 

|D = »7n| (12.4.22) 
que e a relacao de Einstein para o coeficiente de difusao no movimento browniano. 

A (12.4.22) relaciona D, que governa a flutuacao de posicao < x 2 >, com u, o coeficiente de 
atrito, que governa a dissipacao da velocidade pelo atrito interno no fluido. E um exemplo de 
uma relacao muito geral, a relacao flutuacao — dissipacao, entre estes dois tipos de efcitos. E 
natural que eles estejam relacionados, pois a dissipacao e devida ao mesmo mecanismo 
microscopico (colisoes com as moleculas) responsavel pelas flutuacoes. 

Para uma particula esferica de raio a, o coeficiente de atrito u se relaciona com a viscosi- 
dade r/ do fluido (Secao 2.7) por uma formula devida a Stokes: 

u = 6jtr,a (12.4.23) 

Conhecendo a temperatura T na (12.4.22), vemos que medir o coeficiente de difusao D 
equivale a medir a constante de Boltzmann fc = fl/ N 0 (11.4.22). Como a constante universal 
dos gases R e conhecida, isto da o numero de Avogadro N 0 , atingindo assim o objetivo origi- 
nal de Einstein, que era demonstrar a realidade da existencia das moleculas. 

Uma serie de experiencias com particulas brownianas de diversos tamanhos em suspensao 
num fluido foram feitas por Jean Perrin em 1909. Os resultados comprovaram a relacao de 
Einstein (12.4.22), em particular o fato de que D independente da massa da particula (Perrin 
chegou a variar a massa na proporcao de 1 para 15.000) e permitiram determinar o numero 
de Avogadro. 

Para valores tipicos de n e a - 10~ 5 cm , a temperatura ambiente, a (12.4.22) da D - VT 3 

cm 2 /s. Pela (12.4.8), com t - 30 s (tempo tipico de observacao), isto leva a V^r 2 > = r qm ~ 0,01 
mm, o que concorda com os valores observados. 

Com aparelhos suficientemente sensiveis, e possivel amplificar o movimento browniano 
ate a escala macroscopica. Isto pode ser feito observando as flutuacdes na posicao angular de 
um espelho suspenso por uma fibra de torcao de quartzo extremamente deigada, com um 
arranjo tipo galvanometro (Fig. 12.14). O deslocamento angular <p e medido por reflexao (do 



. e tomando x (0) = 0, obtemos 
(12.4.21) 
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espelho para uma escala graduada) de urn feixe lumi- 
noso. 

As flutuacoes observadas de ip devem-se a 
flutuacoes da pressao exercida pela atmosfera sobre 
o espelho, que levam a um torque flutuante. SeKeo 
modulo de torcao do fiu, a energia potencial associada 
a um pequeno deslocamento angular <p e (Secao 3.3) 



U = -K<j> 1 




////////// 

Fibra de torcao 



(12.4.24) Figura 12.14— Observagao do movimen- 



Como esta expressao e quadratica em ip, o teore- 
ma de equiparticao da energia (Secao 115) da, para a flutuacao quadratica media < ip 1 > em 
equilibrio termico a temperatura T, 



<U> =jK<<p 2 ; 



1, 



JtT 
K 



(12.4.25) 



Medindo < <fr > e conhecendo K, determina-se k e, conseqiientemente, N 0 , o que foi feito 
por Kappler (1931). 



12,5 — Interpretacao estatistica da entropia 

(a) Macroestados e microestados 

Vimos no Capitulo 10 que a irreversibilidade encontrada nos fenomenos macroscopicos esta 
ligada a 2." lei da termodinamica, expressa em termos do printipio do aumento da entropia: 
AS > 0, com AS > 0 para processos irreverslveis (Secao 10.9). Entrctanto, as leis basicas da 
flsica (em particular da Mecanica) que regem os processos sao reversiveis. Como conciliar 
estes dois fatos? 

Para analisar este problema, vamos considerar 
um exemplo simples de processo macroscopico irre- 
versivel e examinar sua descricao microscopica. 0 
exemplo e o de uma experiencia idealizada analoga a 
expansao livre de um gas. Consideremos um 
recipiente fechado dividido em duas partes iguais por 
uma particao (Fig. 12.15). Para t < 0, fez-se o vacuo a 
direita da partifao e ha um gas em equilibrio termico 
a esquerda. Para t = 0, a particao e removida. Num 
instante posterior (Fig. (c)), o gas tera comecado a 
difundir-se para o recipiente da direita. Finalmente, 
para tempos maiores, sera atingido novo estado de 
equilibrio termico com o gas difundido uniforme- 
mente por todo o recipiente (Fig. (d)). 

Este processo e irreversivel: nao esperamos que 
ocorra espontaneamente na seqiiencia inversa, da Fig. 
(d) para a Fig (b). Se assim nao fosse, correriamos o 
risco de morrer sufocados, caso o ar da sala em que 
nos encontramos se condensasse espontaneamente 
na outra metade da sala, deixando o vacuo na nossa! 

Do ponto de vista microscopico, a difusao do gas 
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Figura 12.15 — Rcmocao de particao 
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da esquerda para a direiia ocorre por urn processo analogo ao movimento browniano: cada 
molecula sofre um grande niimero de colisoes com as outras, tiescrevendo uma "trajetoria 
browniana" em ziguezague extremamente complicada para passar de um lado para outro, o 
que acaba levando a uma certa distribuicao das posicoes e velocidades das moleculas na 
situacao da Fig. (d). 

De acordo com as leis da mecanica, cada uma das colisoes entre moleculas e reversivel, 
de modo que o processo inverso (pjassagem de (d) para (b)) e perfeitamente compativel com 
essas leis. Corresponde a reversao do movimento ("passar o filme de tras para diante"). 

Entretanto, para reconstituir (b) a partir de (d), e preciso inverter as velocidades de todas 
das moleculas em (d), ou seja, partir de uma situacao inicial em que as posicoes e velocidades 
de um numero gigantesco de moleculas (~10 2; , em situacoes macroscopicas tipicas) tern de 
ser exatamente aquelas que produzem o processo inverse 

Embora possivel em principio, esta e uma situacao extremamente improvaveh tao 
improvavel que estamos plenamente justificados quando a consideramos impossivel na pratica. 
Nao precisamos temer a mortc por asfixia siibita devido a condensacao espontanea das 
moleculas de ar! 

A ideia de que eventos extremamente improvaveis nao ocorrem e familiar. Se todos os 
mutuarios de uma companhia de seguros de vida morressem no mesmo dia, ela iria a falencia. 
Entretanto, como dizia Eddington, "a vida humana e proverbialmente incerta, mas poucas 
coisas sao mais certas do que a estabilidade financeira de uma companhia de seguros de 
vida". Uma das razoes para isso e o grande numero de mutuarios: pela (12.4.9), a flutuacao 
relativa se toma desprezivel num grande numero de eventos distribuidos ao acaso. Para o 
gas, uma distribuicao de posicoes e velocidades iniciais de ~10 27 moleculas que as leva todas 
a "conspirar" para se concentrarem numa metade do recipiente e tao rara, frente ao numero 
inimaginavelmente maior de outras configuracoes iniciais que nao levam a esse efeito, que 
sua probabilidade de ocorrencia e nula para todos os fins praticos. 

Vemos aparecer assim a ideia de que a 2? lei da termodinamica deve ser uma lei proba- 
bilistica, de natureza diferente das leis determim'sticas da mecanica classica, por exemplo. 

Voltando ao exemplo do gas, procuremos explicitar de forma mais quantitativa a ideia de 
que configuracoes em que as moleculas estao uniformemente distribuidas na metade esquerda 
e na metade direita do recipiente sao mais provaveis do que aquelas em que ele se concentra 
inteiramente numa das metades. Para isto, vamos examinar configuracoes possiveis de um "gas 
teorico" de N moleculas, comegando com valores baixos de N e vendo o efeito de aumentar N. 
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As figuras colocadas na tabela mostram as 4 configuracoes possiveis do "gas de 2 mole- 
culas" no que se refere a ocupacao da metade esquerda (E) ou direita (D) do recipiente pelas 
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moleculas 1 e 2. As colunas "n £ " e "n B " da tabela classificam as configuragoes pelo numero 
total de moleculas a esquerda (%) e a direita (n D ), nao importando quais sejam as moleculas 
de cada lado. A penultima coluna da o numero de estados com estes valores de (n E , n D ). O 
numero total 4 = 2 2 = 2 s e o mesmo das configuracoes. 

Consideramos cada uma das configuracoes (A) a (D) como igualmente provaveh a 
probabilidadc dc cada uma e portanto = 1/4. Podemos dizer que a probabilidade de que 1 
esteja de urn determinado lado e = 1/2, e o mesmo vale para 2. Como essas probabilidades sao 
independentes (a presenca de 1 de urn lado nao afeta a de 2), a probabilidade de que ambos os 
eventos se realizem, qualquer que seja a configuracao, e 1/2 x 1/2 = 1/4. 

A ultima coluna da tabela da a probabilidade associada a configuracao (n E , n D ). Vemos 
que e maxima (= 1/2) para n E = n D . 
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A tabela acima mostra os resultados correspondentes para um "gas de 4 moleculas". E 
facil demonstrar (verifique!) que, para N qualquer, os resultados sao os seguintes: 

Numero de configuracoes das moleculas = 2 N ; probabilidade de cada configuracao 



(1/2) N . Numero de estados com dados (n E , n D ) = 
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(12.5.1) 



[nj n'.(N-n)\ [N-nj 

e o numero de combinacdes de N elementos n a n. ou seja ainda, o coeficiente de a*" 0 b" na 
expansao de (a + 6)'' (coeficiente binomial). 

A probabilidade P [n E , n D ) de encontrar n £ moleculas a esquerda e n D a direita e dada por 



P(n £ ,n D )= 





(I)' 







(12.5.2) 



P (nJN) 




Figura 12.17 — Distribuicao de probabi- 
lidade 



moleculas se concentrem todas do mesmo lado e 



A Fig. 12.17 mostra um grafico da distribuicao 
de probabilidade (12.5.2) como funcao de n £ /N, para 
N= 100, juntamente com os pontes obtidos acima para 
N = 2e N = 4. Esta e a chamada distribuicao binomial, 
obtida por Jaques Bernoulli. Como mostra a figura, a 
medida que N aumenta, o pioo em torno de n £ = n D 
vai-se tornando cada vez mais estreito. Pode-se mos- 
trar que, para N grande, a largura desse pico, que 
mede a flufuagao relativa em torno do valor medio, e 
da ordem de 1AW, como na (12.4.9), Logo, para um 
gas de N - 10 24 particulas, a flutuacao esperada de 
densidade em torno da distribuicao uniforme (n £ = 
n D ) e - 10~ 12 . 

Por outro lado, a probabilidade de que as N 



P(N,0)-- 



(12.5.3) 



que e identica a probabilidade de obter N caras em Nlancamentos sucessivos de uma moeda 



[cf. (1 2.2.31)]. ParaN- 10 27 , esta probabilidade, (1/2) 10 " - 10 _J 



" , e fantasticamente pequena. 



Levando em conta o intervalo de tempo medio entre colisoes, o tempo que seria preciso esperar 
para que um tal evento tivesse probabilidade apreciavel de ocorrer e enormemente grande, 
mesmo em confronto com a idade do Universe 

A caracterizacao de um estado do gas pela sua densidade em diferentes regiocs 
macroscopicas define um macroestado do gas. Nas tabelas acima, os macroestados sao 
caracterizados pelos pares (n £ , n D ). 

A cada macroestado, podemos associar diversos microestados diferentes: nas tabelas, 
um microestado e especificado dizendo quais das moleculas, de 1 a IV, estao em E e quais 
estao em D. Uma caracterizacao completa de um microestado, na mecanica classica, seria 
obtida dando as posicoes e velocidades de todas as moleculas 

Como vimos pelas tabelas, a cada macroestado corresponde em geral (para N grande) 
um grande numero de microestados diferentes. Como associamos igual probabilidade a cada 
microestado, segue-se que o macroestado mais provave! de um sistema e aquele que pode ser 
reahzado pelo maior numero possivel de microestados diferentes. 

Para N muito grande, conforme ilustrado pelo exemplo acima, a distribuicao de proba- 
bilidade tera um maximo extremamente concentrado em torno do macroestado mais provavel, 
com flutuacoes extremamente pequenas. A descricao em termos de macroestados corresponde 
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a descricao termodinamica macroscopica, em termos de apenas alguns parametros, como (P, 
p,T). 

(b) Entropia e probabilidade 

0 exemplo de um processo irreversivel correspondente a expansio livre, discutido acima, 
indica que os processgs fisicos devem ocorrer no sentido em que a probabilidade associada 
ao macroestado do sistema aumenta, tendendo ao equilibrio termodinamico, que deve 
corresponder ao macroestado de maxima probabilidade. 

Podemos ainda dizer, nesse exemplo, que o estado com todas as moleculas na metade 
esquerda e um estado altamente ordenado, que so corresponde a 1 "microestado", ao passo 
que o estado com distribuicao uniforme das moleculas corresponde ao maximo de desordem, 
no sentido de ter o maior numero possi'vel de realizacoes microscopicas distintas. E a mesma 
diferenca entre as cartas de um baralho bem embaralhado ou ordenado em seqiiencias do 
mesmo naipe. 0 estado de equilibrio termodinamico representa a desordem maxima: a 
distribuicao de Maxwell corresponde ao "caos molecular". 

Ha um paralelismo completo entre a evolucao do macroestado de um sistema no sentido 
da probabilidade crescente e o principio de aumento da entropia, o que nos leva a inferir que 
a entropia deve ser uma medida da probabilidade termodinamica. 

Se associarmos um peso estatistico W a um macroestado, definido como o numero de 
microestados compativeis com esse macroestado (ou seja, proporcional a sua probabilidade 
termodinamica), a entropia S deve ser portanto uma funcao crescente de W. Que especie de 
funcao? 

Uma pista e fornecida pelo fato de que a entropia e uma grandeza aditiva, ou seja, se 
juntarmos dois volumes de gas a mesma temperatura (para que pcrmanccam em equilibrio 
termodinamico), a entropia do sistema resultante, S, e a soma das entropias dos dois sistemas 
[cf. (10.7.25)]. 

Por outro lado, como se trata de dois sistemas independentes, a probabilidade P de um 
macroestado do sistema resultante e o produto das probabilidades dos macroestados das 
componentes, ou seja, 

P = P i P 2 ^S = S 1 + S 2 (12.5.4) 

Uma funcao com a propriedade de levar produtos em somas e o logaritmo. Somos assim 
levados a inferir o celebre resultado devido a Ludwig Boltzmann (1872) 



| S = k In W | (12.5.5) 

onde k e uma constante e W e o peso estatistico do macroestado de entropia S, ou seja, o 
numero total de microestados compativeis com esse microestado. Na flsica classica, W seria 
definido a menos de um fator constante arbitrario, porque a entropia e defmida pela (10.7.4) 
a menos de uma constante aditiva arbitraria (isto nao ocorre na flsica quantica). 
Pela (12.5.5), 

[Sf-S^kHWf/W^l (12.5.6) 

ou seja, a variacao de entropia entre dois estados depende do peso estatistico relativo (ou 
probabilidade relativa) de um em relacao ao outro, dada por W/W;. 

No modelo acima de expansao livre, vimos que a probabilidade de que as N moleculas do 
gas estejam no volume VIZ e 
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Da mesma forma, as probabilidades de que o gas esteja ocupando o volume V, e o vo- 
lume V p respectivamente, seriam 



de modo que a razao dos pesos estatisticos correspondentes seria 



■w, V, 



(12.5.7) 



Substituindo este resultado na (12.5.6), vemos que a variacao de entropia numa expansao 
livre do volume ao volume V f e 

AS = S r - S, = kia&Vr / V,f] = Nk ln( V, / V, ) 
ou seja, para n moles de gas (A' = nN 0 ), 

AS = S f - S, = nN 0 ic ln( — j (12.5.8) 



Comparando este resultado com a (10.9.12), conclui'mos que 

k = R/N 0 (12.5.9) 

Logo, pela (11.4.22), a constante k na (12.5.5) e a constante de Boltzmann. A (12.5.5) e uma 
das relacdes fundamentals da fisica, estabelecendo a conexao enrre termodinamica e mecanica 
estatistica. A expressao geral (12.2.49) da distribuicao de Boltzmann, tambem conhecida como 
distribuigao candnica em energia, esta diretamente relacionada com a (12.5.5). 



12,6 — A seta do tempo 

(a) A seta do tempo termodinamica 

Com base na interpretacao estatistica da 2. a lei da termodinamica, podemos discutir agora o 
problema da "seta do tempo" colocado na Secao 10.1: qual e a origem fisica da distinpao entre 
passado e futuro? 

Esta distinjao aparece para sistemas macroscopicos que nao estejam em equilibrio 
termodinamico (a situacao de equilibrio e estacionaria no tempo, por definicao). Numa situacao 
deste tipo, a entropia do sistema tende a aumentar. Note que esta e uma afirmacao 
probabilistica, ou seja, nao podemos afirmar que a entropia sempre aumenta a cada instante, 
porque pode haver flutuagoes. Entretanto, como vimos, para urn sistema macroscopico, 
flutuac5es de amplitude apreciavel sao extremamente raras. 

Podemos utilizar este resultado para defmir uma "seta do tempo termodinamica": o fu- 
turo e a diregao em que a entropia tende a aumentar. Assim, por exemplo, nas figuras da pag. 
285, o tempo cresce de (b) para (d). 
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Figura 12.18 — Paradoxo da reversibili- 



No caso deste exemplo, a situacao inicial da Fig. 12.15 (b) (f = 0) foi criada artificialmente 
a partir de (a), removendo uma partigao. Suponhamos, porem, que nao fosse assim: que o 
sistema estivesse evoluindo livremente (sem nossa intervengao) tambem para f < 0, e que 
perguntassemos: qual foi a evolugao passada que levou a situagao da fig. (b) (todas as moleculas 
na metade esquerda} para t = 0? 

Como as leis microscopicas que governam as colisdes moleculares sao reversiveis, a 
resposta e que, com grande probabilidade, o estado (b) de baixa entropia para t = 0 deve ter 
resultado de estados de entropia mais alta (como fcfj) para t < 0. 

Este resultado parece invalidar a seta do tempo 
termodinamica: a entropia aumenta tanto para t > 0 
como para f < 0, e nada distingue o passado do fu- 
ture: o mais provavel e que o estado inicial de entropia 
mais baixa represente um mmimo de entropia as- 
sociado a uma flutuacao grande, restabelecendo a 
simetria temporal na evolugao de S, como iiustrado 
na Fig. 12.18. Este e o "paradoxo da reversibilidade"; 
formulado por Loschmidt em 1876. 

Entretanto, isto pressupoe que o sistema estava 
evoluindo esponfaneamenfe, sem intervengao externa. 

Na pratica, se encontrassemos um gas na situacao da Fig. (12.15(b)), poderiamos concluir 
praticamente com certeza que ela foi obtida preparando o sistema como indicado na Fig. (a) 
e removendo a partigao para f = 0, e nao pela evolucao espontanea do gas, pois a probabilidade 
de uma flutuacao espontanea tao grande, como vimos a pag. 288, e essencialmente nula. 

Para um sistema preparado para t = 0 fora de equilibrio termodinamico, ou seja, abaixo 
da entropia maxima, o argumento de Loschmidt deixa de valer, pois o sistema considerado 
nao existia antes da preparacao. A partir da preparagao, a seta do tempo termodinamica 
passa a operar: a direcao passado -> future e aquela em que S tende a crescer. 

Esta seria uma explicacao antropomorfica da irreversibilidade do tempo: as experiencias 
que fazemos, preparando um sistema inicial fora de equilibrio e so a partir dai considerando 
sua evolucao, introduziriam o elemento irreversivel, com a tendencia da entropia ao 
crescimento monotonico. Na pratica, seria impossivel preparar um sistema como o da Fig. 
12.15(d) com as velocidades invertidas, fazendo-o evoluir para a situacao da Fig. 12.15(b). Do 
ponto de vista da probabilidade termodinamica, sistemas ordenados sao improvaveis e 
sistemas desordenados (on seja, com o mesmo macroestado correspondendo a um grande 
numero de microestados possiveis) sao mais provaveis, e a evolucao tende a ser no sentido 
ordem -4 desordem. 

Um ser vivo e um sistema altamente improvavel, e sua existencia parece a primeira vista 
violar o principio de aumento da entropia. Entretanto, e importante lembrar que este principio 
(Secao 10.9) se aplica a um sistema fechado, ou seja, termicamente isolado. Nao ha nada de 
contraditorio em que a entropia de um sistema aberto, em interagao com o exterior (o resto 
do universe na terminologia da Secao 10.9), diminua, as expensas de um aumento maior da 
entropia do resto do Universe E o que acorre com um organismo vivo: ele sobrevive, em 
ultima analise, gragas a produc ao de moleculas organicas com grau de ordem elevado, pelo 
processo de folossi'nlese, que e alimentado pela radiacao solar. 

A interacao com o resto do Universo produz, em geral, perturbacoes significativas nos 
microestados de sistemas macroscopicos; nesse sentido, devido a interacao gravitational, 
nenhum sistema pode ser considerado como completamente isolado. 



292 Capimlo 12 - NOCOES DE MECAlMlCA ESTATiSTICA 



(b) A seta do tempo cosmologica 

0 argumento exposto acima esta longe de esgotar o problema da seta do tempo. A 
irreversibilidade associada com a intervencao de urn observador e a preparacao de uma 
experiencia e apenas urn aspecto muito parcial da irreversibilidade encontrada nos fenomenos 
naturais, 0 Universo e urn sistema longe do equilibrio termodinamico, e a grande maioria 
dos fenomenos que observamos evolui no sentido da entropia crescente, independentemente 
de uma "preparacao" pelo observador. 

Assim, por exemplo, a velocidade de rotacao da Terra tende a diminuir em conseqiiencia 
do atrito das mares provocadas pela Lua, efeito dissipativo que corresponde a um aumento 
de entropia. As estrelas (em particular o Sol) sofrem um processo de evolucao termodinamica 
de entropia crescente. Todas as observacoes sao consistentes com um crescimento monotonico 
da entropia desde o passado mais remote ate o presente. 

Se considerarmos fenomenos irreversiveis na escala terrestre, inclusive a vida, veremos 
que estados iniciais de entropia baixa, termodinamicamente improvaveis, dependem 
geralmente, em ultima analisc, da radiacao solar (desniveis hidrograficos, gradientes de 
temperature e outras situacoes de desequilibrio sao produzidos por'ela). Por sua vez, a radiacao 
solar provem de processos termonucleares no sol. Para explicar sua origem, precisariamos 
discutir a evolucao do sol a partir de sua formacao em nossa galaxia. 

Somos assim levados a ideia de uma "seta do tempo cosmologica", ligada a evolucao do 
Universo como um todo, no sentido ordem -» desordem, e o problema se transfere ao de 
explicar a origem de um estado mais ordenado no passado remote 

Na cosmologia, sao estudadas as propriedades e a evolucao do Universo , fazendo 
abstracao de "detalhes finos" da distribuicao de materia, ou seja, considerando-a globalmente 
como uma especie de "gas de galaxias". Adota-se o chamado principio cosmologico, que 
representa uma extensao a todo o Universo do ponto de vista de Copernico: nao ha pontos de 
observacao privilegiados; a materia esta distribuida (com abstracao de irregularidades locais) 
de forma homogenea e isofrdpica para um observador em qualquer galaxia tipica. As 
observacoes atuais sao consistentes com este principio. 

Em 1929, o astronomo americano Edwin P. Hubble descobriu que as galaxias estao todas 
se afastando da nossa (ou seja, pelo principio cosmologico, umas das outras): o Universo esta 
em expansao. Isto se verifica atraves do desw'o para o vermeiho da luz recebida dessas galaxias, 
que e interpretado como resultado do efeito Doppler para a luz (analogo ao que discutimos 
na acustica). Pela magnitude do desvio e possivel medir a velocidade de recessao das galaxias. 
Hubble mostrou que, para uma galaxia a distancia r, essa velocidade e dada por 

V = Hr (12.6.1) 

Logo, a expansao observada do Universo e uma 
expansao uniforme, o que e compativel com o principio 
cosmologico. Um analogo bidimensional seria a 
superfine de um balao uniformemente sarapintado 
que se infla com velocidade de expansao constante: 
vistas de qualquer uma das pintas, todas as demais se 
afastam dcla isotropicamente, com velocidades de 
Figura 12.19 - Expansao de um balao recessao proporcionais a distancia (Fig. 12.19). 

0 parametro H na (12.6.1) chama-se constante 
de Hubble. Seu valor observado, que esta sujeito a uma incerteza apreciavel, como muitos 
dos parametros medidos na escala cosmologica, e autualmente estimado ser 65 ± 10 
kms~V Mpc, onde 1 Mpc (megaparsec) = 3,26 x 10 6 anos-luz. Logo, a velocidade de recessao para 
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uma galaxia a 1 Mpc de distancia e - 65 km/s. Para as galaxias mais distantes observadas, V 
atinge valores que sao fracSes apreciaveis da velocidade da luz. 

Se extrapolamos para o passado, em sentido inverso, a expansao atual, o Universo ira se 
contraindo, e chegaremos a uma densidade de materia extremamente elevada ("singularidade") 
para tempos da ordem de 1/H - 1,5 x 10 10 anos atras. As leis fisicas atualmente conhecidas, 
em particular a teoria de Einstein da gravitacao (relatividade geral), extrapoladas a escala do 
Universo, levam a Uma singularidade deste tipo, correspondendo a um modelo explosivo da 
origem do Universo (teoria do "big bang"), que se tornou conhecido como o "modelo padrao". 

Neste modelo, chega-se a conclusao de que, nos estagios iniciais da evolugao do Universo, 
a maior parte da energia estava presente sob a forma de radiacao, ou seja a densidade de 
radiacao dominava sobre a densidade de materia (massa de parti'culas nucleares). Nesse 
estagio, haveria uma interacao intensa entre a radiacao e a materia e teria sido atingida uma 
situagao de equilibrio termodinamico. 

Com a expansao subseqiiente do Universo, teria sido atingido um ponto em que a 
densidade de materia ultrapassou a de radiacao: atualmente, a maior parte da energia visivel 
esta presente sob a forma de materia. A radiacao termica existente na epoca anterior de 
equilibrio termodinamico iria se "resfriando" com a expansao. Em 1948, Alpher, Gamow e 
Herrman predisseram que a radiacao termica primordial ainda deveria existir como uma 
"radiagao de fundo" universal, correspondendo a uma temperatura atual de alguns graus K. 

Em 1965, Arno A. Penzias e Robert W. Wilson comprovaram a existencia dessa radiacao 
termica de fundo (receberam o premio Nobel por essa descoberta), que e um fossil da radiacao 
primordial de equilibrio termico, com a temperatura atual T ~ 3 K, e isotropica, conforme 
deveria ser. Esta e uma das evidencias experimentais mais importantes para o modelo 
cosmologico padrao. 

Qual e a relacao entre estes resultados e o problema da seta do tempo cosmologica? 
Quando o Universo passa da epoca dominada pela radiacao a epoca dominada pela materia, 
ele deixa de estar em equilibrio termodinamico. A taxa de expansao e mais rapida do que a 
velocidade dos processos necessarios para atingir o equilibrio. 

A partir dai, ocorrem flutuacoes e desvios locais do equilibrio, e e possivel que isto tenha 
levado a condensacao de galaxias, pelo efeito da atracao gravitacional (ha modelos explicando 
como isto poderia ocorrer). Este seria o analogo cosmologico da "preparacao" de um estado 
inicial fora do equilibrio termodinamico. A partir deste estado, a seta do tempo termodinamica 
passaria a operar no sistema, no mesmo sentido que a cosmologica. 

0 importante no modelo nao e o fato de que o Universo esteja em expansao, mas sim que 
isso leva a ruptura do equilibrio termodinamico. 0 Universo poderia passar eventualmente a 
uma epoca de recontracao (o que poderia ocorrer, para um certo dominio de variacao dos 
parametros, segundo a teoria da relatividade geral), sem que isso alterasse o sentido da seta 
do tempo. 

As teorias cosmologicas baseiam-se em grandes extrapolacoes do dominio de validade 
comprovado das leis fisicas conhecidas, e os dados de observagao, alem de escassos, estao 
sujeitos a incertezas consideraveis, de modo que e preciso encarar com cautela os argumentos 
apresentados. Na fisica quantica, a preparacao e observacao de um sistema introduzem novos 
elementos de irreversibilidade. Nao podemos abordar aqui este e outros aspectos do problema 
da seta do tempo, que continua sendo um dos mais profundos e fascinantes da fisica. 
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PROBLEMAS DO CAP1TULO 12 

1. Ao nivel do mar, a composicao volumetrica da atmosfera e: 12% de oxigenio e 78% de 
nitrogenio (ha 1% de outros gases, principalmente argonio). Suponha (embora nao seja 
uma boa aproximacao!) que a temperatura do ar nao variasse com a altitude, e que seu 
valor fosse de 10°C. Neste caso, qual seria a composicao volumetrica da atmosfera a 
10km de altitude? (Tome 1 unidade de. massa atomica = 1,66 x Iff* kg). 



2. Considere um gas hipotetico para o qual a funcao 
F (v) de distribuicao de velocidades [definida na 
Secao 12.2(d)] tivesse a forma indicada na Fig. 
P.l. Calcule em funcao de v 0 ; (a) A constante de 
normalizacao A (fig.), (b) Os valores de < v >, v P e 
v qm para esta distribuicao. 




Figura P.l 



3. Para um gas ideal em equilibrio termico, qual e a fracao das moleculas cujas velocidades 
diferem em menos de 1% da velocidade mais provavel v p ? Note que (Fig. 12.7) podemos 
tomar Av = dv neste caso. 

4. Para um gas ideal em equilibrio termico, calcule o valor medio da magnitude de um 
componente da velocidade de uma molecula (numa direcao qualquer). Compare-o com 
< v>. 

1 1 

5. Calcule a razao R entre < — > e para um gas ideal em equilibrio termico. 

v <v> 

6. Ache: (a) a funfao de distribuicao em energia F (FJ , tal que F (E) dE e a fracao das moleculas 
com energia entre EeE + dE, para um gas ideal em equilibrio termico a temperatura T. A 

partir dela, calcule: (b) A energia media (£>, comparando o resultado com |mv|„; (c) a 
energia mais provavel E p , comparando o resultado com ~mv p . 

7. Num feixe molecular, a densidade de corrente (numero medio de moleculas por unidade 
de area e tempo), para moleculas com velocidades entre v e v + dv, e dada pela (12.3.3). 
Calcule v p e E p para as moleculas do feixe, comparando os resultados com os valores 
correspondentes vj, e E' p dentro do forno do qual o feixe e extraido. 

8. Um gas ideal, cujas moleculas tem massa m, esta em equilibrio termico a temperatura T 
dentro de uma ultracentrifuga de raio R que gira com velocidade angular m. (a) Ache a 
razao p (R)/p (0) da densidade do gas junto as paredes a densidade no eixo da ultracen- 
trifuga {Sugestao: use o conceito de "potential centrifugo" discutido na Secao 1.4). (b) 
Calcule o valor numerico dessa razao se o gas e oxigenio, T = 300 K, f? = 10 cm e a 
frequencia de rotacao e 10 3 rps. 

9. Considere um gas ideal de Nmoleculas, em equilibrio num recipiente de volume V. Calcule: 
(a) a probabilidade p, de encontrar todas as moleculas concentradas num volume V73 
(macroestado 1); (b) a probabilidade p 2 de encontra-las todas num volume 2V/3 
(macroestado 2); (c) A probabilidade p de encontrar N/3 moleculas em V73 e as demais no 
volume restante; (d) a diferenca de entropia AS = S 2 - S t entre os estados 1 e 2; (e) os 
valores numericos de p v p 2 e p para N = 9. 
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di 



-a 
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CAPITULO 1 

1. p A = 0,75 aim 

2. p i - P , = pghll + (d/Df\ 

3. 6=14,4° 

5. (a) F =- pgih 2 ; Q esta sobre a vertical mediana da comporta, a 1/3 da altura a partir da 
base, (b) 3,1 m. 

6. (a) F vertical, para baixo; |F| = pghab. (b) R vertical, para baixo; |R| = pghab (a - 1 cos SI = 
peso total do k'quido. 



8. (a) F = ~&P; W F- 1000 kgf; 13 cavalos. 

9. 90% 

10. (a) Nao se altera; (b) Desce 

11. p^VytV,, Ah) 

12. A coroa e de prata. 

13. (a) 0,85 kgf; (b) 1,1 kg 

14. h = 0,46 m 

15. a mSx = 1,96 m/s 2 

16. (a) p = 0,2 g/cm 3 ; (b) 10,7 N 

17. 40% 

18. 628 kgf 

19. p = p 0 = p 0 gh+-cgh z , ondep 0 e a pressao atrnosferica na superficie. 

20. O de alumfnio; 3,65 g. 
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CAPl'TULO 2 

1. 0,241/s. 

2. (a) d = h; (b) h/2. 

3. 3,96 m/s. 

4. 177 m/s 

6. a 0 = -2pghAI(M 0 + m 0 ) (P = densidade da agua). 

7. (a) 0,14 mm/s; (b) 0,39 mm/s; (c) z=— fX] , onde z e a altura a partir do centra, v a 
velocidade de descida do nivel e p a distancia do eixo. 

2 

8. £ 7 = ^=L = ,ondeQ = ;ra 2 v. 
a " ^v 2 + 2grz 

9. 0,99 m/s. 





1/2 



12. (a) v = ^gii, ; (b) p A = p 0 - pgfej; p B = p 0 - pgfto + fc) ho.msx = ~ - hi- 



13. (a) 2,75 x 10 5 1/dia; (b) 0,203 m/s 

14. 190km/h. 



15. p(r) = p„ - -^Vt = P- — P y2 ' on ^ e P- ^ a P ressa o P a grande distancia (r -» ~>), 



CAPl'TULO 3 



1. X = Asen(fflt); o) = V)c/(m + M); A = 



t»(m + M)' 



mv 
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5. (a) A = iM 1+2 J* ;(b)£ = mgil+ (ML 



Jc \ mg 2k 



6. r a =7tBV2M/K; z b = iriNM / K 

7. fl = 0,096 sen (3,13 t) 

8. A = u e 9 CM + M)* 



9. o = VffA/V 5 

10. (0=14 5-'. 

11. (a) 2,45 cm; (b) 2,04 cm. 

13. 



14. r.=T; r>=^r 

15. s = — L = raio de giracao; r min = 2k l-i- . 

2V3 ^3g 



16. T = yVV31/g' 



17. ±-±ji 

6 



«. .^j-^ [ cf.l,Cap i tuIo5,Pro b lema8 ] 



19. 6) =,|«+-L 
i 4m 



20. tt) = -lpAg{\ + cos 9) / M 

21. (a) (f = 989 N/m; (b) v = 1,24 x 10" s~ 1 

22. (b) cos (3a) = cos 3 a - 3 cos a sen 2 a; sen (3a) = 3 cos 2 a sen a - sen 3 a. 

23. + x 2 = V3cos^(»f-^ 

CAP1TULO 4 

2. x> 0,25 ar< sen (20t). 

3. (a) 5 = |rr;(b)«=(]n2)/n = 0,69/n. 
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4. (a) vj = 10 m/s; (b) x = (2 + 12f) (em m). 

5. z = z 0 + (vg/v) (1 - e~ 71 ), onde -/= p/m. 



x(t) = 



F„ 



(1-e r -) + — t; velocidade terminal V = g/y{pV= mg), onde f= p/m. 



sen (at) sen (<B 0 t) 

Bp 



8. x(f) 



ft 



e *-cos(s)nt)+— sen (a 
z = 2,15 + 0,01 exp (- 0,125 t) [cos (2,23 t) + 0,056 sen (2,23 t)] (em m). 



10. (a) co w 



=-, (b) fflma, = fflb^aAJmax = F(/(my). 



mv; (Bo- 



11. (a) z = a[sen(a>f) - [ffi/ffi^senfoafj], (b) F = mg + k[z - Asentot}], onde 
m = 2n/r(r- Is), i»o = Skim, A = 0,05 m, a = ffio A/[a$ -ar) = 0,066 m. 

12. O bloco oscila com perlodo r = —5 = 0,63 s. A amplitude de oscilacao decresce de 4,9 cm 

por semiperiodo, O bloco para na origem apos 5 semiperiodos « 1,57 s (tomando a origem 
na posicao de equillbrio). 



13. P = -oF„ \b\ 

14. xi = 1,13 sen (4,43 f) - 0,34 sen (14,8 1); x 2 = 1,13 sen (4,43 t) + 0,34 sen (14,8 1) (em cm). 



15. x. 



sen (ffijt) sen (© 2 f) 

(0, (B 2 



v sen ((Bjt) sen to.il 
2 [ ft), » 2 



; , onde of = ic/m; 



®| = (i + 2i0/m. 
F„ 



16. (a) 



F 0 (fpQ+ffl] -2a>' 



-costot) 



2m ( 



cos(ot); onde a>l = y. 



2 2 2Jc 
» = (B„+ — 



-£a 2 )((fl--fi/) 

17. (a) Mx, = - fc (x, - x,); m x 2 = - ft (x 2 - x 3 ) - k (x, - x 2 ); Mx 3 = -if (x 3 -x 2 ). 

(b) l + (K + K) I = K rj; rj + (K + ff) ») = K" £ onde if = KM; K' - klm. 

(c) a 2 = if; of = if + 2if. No modo 1, as massas M oscilam em relacao a m com amplitudes 

opostas; no modo 2, m oscila em relacao ao CM das outras duas. (d) <b 2 / fti, = Vll/3 . 



18. (a)z 1 + ifz 1 = ifz 2 ;Z2 + 2Kz 2 = Kz, ff = — 
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(b) ?, = &+-(v^-l)z 2 ; <fc-*,-|/iS + l]z 2 . 
[clfi)f=|(3-Vs) ; o£ =f(3 + Vs). 



CAP1TULO 5 



1. (a) v = 10 m/s; A = 2 m; (b) y = 0,03cos| roc -10st +| ; (ej 1 = 0,44 W 



2. (a) 




7,6. 



0,91% 

(a) y = 5,29 x lO" 3 cos (2,23 X - 628 t + 1,24); (b) 9,8 Wj (c) W7 min = 9. 
(a) 0,3 m; (b) 3/4. 

(a) v„ = (2n + l)v/(4J)(n = 0,l, 2,...) 

4//v 

10. E n = ^ V lvibl. 



11. (a) v,=^T/(i f , k f = ffl/Vi(i=l,2). 



(d) t- 



2v, 



p = — — — (<0para v, > v 2 ). 



12. (a) r JliZStl; t« 



4v 1 v 2 



energia refletido mais o fluxo de energia transmitido 



; (b) O fluxo de energia incidente e igual ao fluxo de 



CAPITULO 6 

1. (a) 1.005 m/s; (b) v He /v ar = 2,93, o que transforma uma voz de baixo em voz de soprano. 

2. (a) 103 db; (b) 4,2 N/m 2 ; (c) 0,015 mm; (d) 6,3 m. 

3. J = 32,5cm;(b)Av = 4,5Hz. 

4. (a) 76 cm; (b) 1,5 cm; (c) 5 cm; (d) 334 m/s. 

5. (a) aos nodos da onda estacionaria de deslocamento; (b) v = 2vAI; (c) 267,5 m/s. 
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7. (b) 9' = 9; (c)p - 2 S* cos (ic,x) cos 0c y y - cot), orida estacionaria na direcao x e caminhante 
na direcao y. 

9. Minimos: 34 cm, 59 cm; maximos: 48 cm, 68 cm, alem do maximo na origem, l mix = 9 I min . 

10. Minimos de intensidade nula nas direcoes 0„ dadas por; 

dsen B„ = nA/3^n = 1,2,4,5....; ~* inteiroj 

11. 35,3 km/h. 

12. (a) 90 km/h; (b) 300 Hz. 

13. 15 km/h. 



16. v = v 0 ^l + ^cosej. 
18. (a) 30°; (b) 981 m. 



CAP1TULO 7 

1. Aumenta de 7,23 cm 3 . 

2. 1,63 x 10- 5 /°C. 

3. fi = 10m;y=l,125mm. 

4. (a) 1,9 x 10- 5 /°C; (b) 19,6 °C. 

5. i, = 47,9 cm; i 2 = 45,8 cm. 

6. (a) p/p 0 ~ 1 -/3(T- T 0 ) ; (b) /3 = ^" h ° ; (c) /3 = 1,5 x 10- 3 /»C. 

7. (a) Ah = h 0 2a); (b) Ah = 0,016 mm. 

8. (a) h = -% ) 3-3a)(T-T 0 );d 0 = 0,062 mm. 

"do 

9. (a) H 0 = 60,96 cm; (b) 5H = 3,5 mm. 

CAP1TULO 8 

1. 0,12°C 

2. (a) C v = 7,84 x 10" 2 cal/mol K; (b) 13,4 cal. 

3. 30,5 g. 
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4. (a) 1,5 x 10 2z J/dia; (b) 0,28 cm. 

5. 13,1=C. 

6. 0,59 cal/g.=C 

7. 250 W. 

8. 0,41 cal/g. c C _ 

9. 4,17 J/cal. 

10. Sim. 1,6 g. 

11. (a) 51°C; (b) 211,5 g. 

12 J; - h + k+k 

U I? h 

k 1 k 2 ic 3 



13. d £»4*i-^-(T 8 T,). 

14. W^ = - r 2 " M fT 2 -r 1 );tb)5h48min. 

dt ln(p 2 /p,) 

15. 104,2°C. 



16. (a) i= 1^2;^ 1,98 em. 

17. (a) 1,69 x 10 5 J; (b) 2,09 x 10 6 J. 

18. (a) 150 J; (b) 300 J; (c) 350 J; (d) W m = - 200 J; Q m = - 250 J. 
19. 



Etapa 


MJ) 


cm 


DP) 


ab 


500 


800 


300 


be 


-750 


-950 


-200 


ca 


0 


-100 


-100 


Ciclo (abca) 


-250 


-250 


0 



CAP1TULO 9 

1. 1,35 x 10~ 5 mol. 

2. (a) 2,62 g ; (b) 1,11 atm; (c) 0,15 g. 

3. (a) 0,174 kg/m 3 ; (b) 3,51 1; (c) 54,4 J, (d) 81,6 J; (e) 136 J. 
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18,5 24,6 



(b) 208 J 

(c) 624 J 

Cd) T mSs = 400K 
T'luin = 225 K 
(e) AU = 0 




ft 1.5 Co 



(b) 176 J 




1,23 2,46 



r= 340 K 
C 



5,6 



(b) 


Processo 


AW (J) 


AQ(J) 


AU (J) 




AB 


173 


173 


0 




BC 


0 


374 


374 




CA 


-249 


-623 


-374 




Ciclo 


-76 


-76 


0 










(b) 


Processo 


ALT (J) 


AW (J) 






(i)AB 


0 


393 






(ii) BC 


209 


0 






(iii) CD 


0 


-490 





8. W = R(T 2 -T l ) + RT 2 \n\%^\-RT i ln 



RT, 



P„V„ 



9. (a) -164°C; (b) 2045 J. 

10. {a} 



2,64 

1 
0 



(396 K) 




0,5 



A (300 K) 



M - 30,2 J 
(0 



Processo 


AU(J) 


AQ (J) 


AB 


+ 80,9 


0 


BC 


-207,5 


-207,5 


CA 


+126,6 


177,3 
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Volunis fin&l 


TV ifKl 


AW 


AU 


(0 


V, 


145 


0 


-3.014 


(ii) 


2 Vj 


290 


1671 


0 


(iii) 


1,64 V f 


238 


1083 


-1083 


m 


2 V, 


290 


0 


0 



12. (a)r = 4J^- ondeP = p 0 +5f;(b) 7 =l,4. 

a 2 1 yP ita 2 

13. (a) 4,48 atm; 150 K; (b) /= 7/5, C v =|fl, C p = |fl; (c) - 2.557 J; (d) -847 J. 

CAP1TULO 10 

2. 64,4% 

3. (a) K = — T -2—Ab) Jf = ^;(c)4,7xl0 5 J;l,4kg. 

r,-T 2 rj 

4. (a) T A = 240,6 K; T B = 481 K; T c = 722 K; T D = 361 K. (b) i) = V12- 8,3%; (c) i) c = 2/3 » 66,7%. 

5. (a) 8%; (b) 1/3 = 33,3% 

7. (a) ;7 = l- (r ~^ lnr ; (b) )J = l-^;(c)j( = 13,2%;(d)j)/i) c = 54,5%. 

8. (b) 60% 

9. (b)iJ = 56%;(c)T) c = 89%. 

10. (b)48%. 

11. <% = l~| l 

12. s = 6,97 x 10" 6 T 3 cal/mol K. 

14. AS = 2.079 cal/K = 8.702 J/K. 

15. AS = 0,52 J/K. 

16. (a) 8°C;(b) 10,2 cal/K. 

17. (a) 0; (b) 306 cal/K (irreversivel) 

18. AS = 1,04 x 10 4 J/K; AW = 3,02 x 10 6 J. 

19. (a) - 241 cal/K; (b) 31,6 cal/K. 
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CAPITULO 11 

1, 2xl0^N/m 2 . 

2. 3,22 x 10 4 moleculas/cm 3 . 

4. (a) 3,35 x 10 22 moleculas/cm 3 ; 3.1 x 10" 8 cm; (b) 1,97 x 10 19 moleculas/cm 3 ; 3,7 x 10"' cm; 
(c)719m/s. 

5. 0,21 atm (0 2 ) e 0,78 atm (N 2 ). 

6. x = 30%. 

7. v qm = 2,2 km/s; v Krape = 2,4 km/s. 

8. 2. 

9. 1,4 cm/s. 

10. (a}y = 4^; -/ = 4(.f = 0); y = |(x = D; W X = 1/3 = 33%. 

s + x o 3 

11. (a) 1,85 atm; (b) C v = 2,17 i? ; C P = 3,17 ft 7 = 1,46. 

12. £» qra =2,5xl0 12 rad/s. 

13. (a) 2,18 x 10" 8 cm; (b) 7,18 x 10 9 colisoes/s. 

14. I,59xl0^ 6 cm. 



17. 2,56 x 10~ 8 cm (a partir de p c ). 

18. (a) a = 3,6 atm ■ l 2 /{mol) 2 ; b = 0,043 Vmol; (b) p c = 0,34 g/cm 3 ; (c) 44,8 atm; (d) 34,6 atm; 
(e) 42%. 

CAPITULO 12 

1. 18,4% de 0 2 e 80,6% de N 2 . 





2. 




3 



1,66% 



4. 




5. 



R = 4/ir=l,27. 



6. 



2 jg 



e"^;(b)<£>=|kT = | m v 2 m; (c)l; p =| 




7. 



v D =J— — (feixe) > vi = ,j (forno) 
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£ p = kT (feixe) > E' p = ^kT (forno) 



p(0) y { 2kT )' p(0) 



/ \» / / n , -N/3, n2N/3 / ■ 

9. (a) Pj= i ; (b) pj= | j (c) p= " | | onde N I e definido pela 



3j [N/3j^3j l^nj 

(12.5.1) (supondo N/3 inteiro); (d) AS = Nk In 2; (e) p, = 5,1 x lO" 5 ; p 2 = 2,6 x 1(T 2 ; p = 0,273. 
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adiabatico, 124, 178, 183, 198, 212 

irreversivel, 204, 207, 226, 228 

isentropico, 223, 226 

isobarico, 182, 195 

isocorico, 196 

isotermico, 124, 211 
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Trabalho, 176 
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